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一类平面三次系统极限环的存在唯一性

刘兴国，刘 斌，吕 勇

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412008）

摘 要：研究一类平面三次系统的极限环问题，利用Hopf分支理论得到了该系统极限环存在性的若干充分
条件，利用Л.А.Черкас 和Л.И.Жилевыч的唯一性定理得到了极限环唯一性与稳定性的若干充分条件。
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The Existence and Uniqueness of Limit Cycles for A Class of Planar Cubic System
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Abstract：Limit cycles for a class of planar cubic systems are studied. By Hopf bifurcation theory, some sufficient conditions for
the existence of  limit cycles of such systems are obtained. Furthermore, with the uniqueness theorem of Л.А.Черкас andЛ.
И.Жилевыч, some sufficient conditions for the uniqueness and stability of limit cycles of such systems are established.
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0 引言

由常微分方程直接研究和判断解的性质，这是常微

分方程定性理论的基本思想，极限环问题是常微分方程

定性理论研究的主要问题之一。大量非线性振荡数学模

型、生态学中的种群竞争模型等都可归结到 Liénard方
程的研究中。鉴于 Liénard方程重要的实际应用背景，
自其发现以来，不少学者对其进行了不遗余力的研

究，同时也取得了大量的研究成果。近年来，三次微

分系统的研究越来越受到人们的重视，原因是生态系

统中的Kolmogorov系统、生化反应中的三分子模型等
行为可归结到三次系统极限环问题的研究中来。此

外，在机械振荡、化学反应、无线电电子线路、人口

动力学、神经刺激和非线性力学中三次多项式系统的

数学模型随处可见。在三次系统中最为简单的一类方

程为：

文献[1-2]就 a3 = a4 = a6= a7
情形进行了讨论，文献

[3]就a3 = a5 = a6= a7
情形进行了讨论，文献[4]就a1 = a3 =

a6= a7
情形进行了讨论，文献[5]就 a4 = a5 = a7

情形进行

了讨论。本文采用不同于文献[1-5]的讨论方法对如下
的一类三次微分系统

             
（1）

进行定性分析，其中δ，a，b，c，λ均为实常数。本
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文运用形式级数法对系统 进行中心焦点的判定，

借助于Dulac函数法讨论其闭轨的不存在性；依据Hopf
分支理论，根据参数变化时焦点稳定性的变化分析，得

到极限环存在的充分条件；通过将系统进行变换转化

为 Liénard方程，再通过构造对比系统并运用微分方程
比较原理验证Л.А.Черкас 和Л.И.Жилевыч的极
限环唯一性定理中所需条件，然后依据该定理分析得到

了多种条件下极限环的唯一性和稳定性条件。

1 平衡点的性态

引理 1 对于系统（1），若δ≠ 0，则有

i）当  时，有限处实奇点只有 ，且 -2＜δ
＜0时为稳定的粗焦点，0＜δ＜2时为不稳定的粗焦点；

ii）当 b＞0时，有限处实奇点有 、

及 共3个，且 点性态同 i），

及 是系统（1）的鞍点。

当δ=0时，显然 是系统（1）所对应线性系

统的中心，但需要对奇点 进行中心焦点的判定。

下面采用基于 Poincaré思想的形式级数法和对称原理

来分析当δ=0时奇点 的性态。

定理 1 对于系统（1），若δ=0，则有

i）当 c＞0时， 为一阶不稳定细焦点；

ii）当 c＜0时， 为一阶稳定细焦点；

iii）当 c=0时， 为中心。

证明 当δ=0时，令

 ，

式中： 是 x与 y的 k次齐次多项式，

且 k = 3，4，…。
则有

                
（2）

令式（2）右端的 3次项为 0，有

 ，

将上式取极坐标 x =r cosθ，y =r sinθ并消去 r3后可得

 ，

取 ，即 。

令式（2）右端的 4次项为 0，有

，

即 ，

将上式取极坐标 x =r cosθ，y =r sinθ并消去 r 4化简得

 
。

下面分 2种情形讨论。
1）当 c≠0时，因为

改取 F4
满足方程

式中： ，且 C4
与 c同号。

设 ，则有

 
，

从而当 c＞0时， 为一阶不稳定细焦点，当c＜0时，

为一阶稳定细焦点。

2）当 c =0时，因为有P(-x, y) = P(x, y)，Q(-x, y)=
-Q(x, y)，所以系统（1）所定义的向量场

关于 y轴对称，故当c =0时， 为系

统 的中心。

2 极限环的存在唯一性与稳定性

定理 2 当ab=0且下列条件之一成立时，系统（1）
在全平面上不存在闭轨。

i）c＞0，δ  0；
ii）c＜0，δ  0；

iii）c  0，δ＞0；
iv）c  0，δ＜0。
证明 当 a≠0，b=0时，令 L(y)=ay-1=0，则有

，于是可知 是系统（1）于定理 2

相应条件下的无切直线。取Dulac函数（当 a=0时，取
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B(x, y)=-1），  ，则

，

因为在定理 2的条件之一成立时上式定号，且其 0值
仅在 x = 0处取得，所以在定理 2条件之一成立时系统
（1）在全平面上不存在闭轨。

定理 3 当 ab=0，c=0，δ=0时，系统（1）在全
平面上不存在极限环。

证明 由定理2证明可知，当 时，

系统（1）存在连续可微的积分因子 B(x, y)，因而在全
平面上不存在极限环。

引理 2 在系统（1）包围奇点 的闭轨存在

区域中总有 bx2＜1。

证明 对系统（1）而言，当b＞0时，有 ，

从而可知，直线 和 分别被系统

（1）的鞍点 与 所分割的部分是

无切的，故系统（1）包围奇点 的闭轨不能与直

线 和 相交，否则此闭轨将包围指

数为+1的奇点 与鞍点 或 ，

这是不可能的，所以包围奇点 的闭轨若存在，

则当b > 0时它必位于带域 中，从而bx2 < 1；

当 b  0时结论自然成立。

定理 4 下列条件之一成立时，系统（1）在
外围至少存在 1个极限环，且δ＜0时所产生的环不稳
定，δ>0时所产生的环稳定。

i）  ；

ii） 。

证明 在定理 4的条件 i）下，系统 以

为不稳定细焦点，而当 时，系统（1）以

为稳定粗焦点，当δ从 0开始减小时，系统（1）

的奇点 由不稳定的细焦点变为稳定的粗焦点，

从物理学角度来看，奇点由吸收能量到释放能量，此

过程中必产生等幅振荡，再依据Hopf分支理论知，在

此 2种参数条件下系统（1）在点 外围至少产生

1个不稳定的极限环。

在定理 4的条件 ii）下，系统 以 为稳定

细焦点，而当 时，系统（1）以 为不稳

定粗焦点，当δ从0开始增大时，系统（1）的奇点
由稳定的细焦点变为不稳定的粗焦点，从物理学角度

来看，奇点由释放能量到吸收能量，此过程中必产生

等幅振荡，再依据Hopf分支理论知，在此 2种参数条
件下系统（1）在点 外围至少产生 1个稳定的极
限环。

定理 5 下列条件之一成立时，系统（1）在
外围至多存在 1个极限环，且当δ＜0时，若存在极限
环则不稳定，δ＞ 0 时，若存在极限环则稳定。

i） b=0，c＞0，δ＜0 ；

ii） b=0，c＜0，δ＞0；

iii）  b＞0，c＞0， ，  ；

iv） b＞0，c＜0，  ，  ；

v） b＞0，c＞0， ，

 ；

vi） b＞0，c＜0， ，

 ；

vii）  b＜0，c＞0，  ；

viii） b＜0，c＜0，  ；

ix） b＜0，c＞0，  ，  ；

x）  b＜0，c＜0， ，  。

其中： ；

x1
与x2

分别为方程 f (x)=0于定理5相应条件下的
负根与正根。

证明 将系统（1）写成以下形式

于是可知系统（1）等价于下列形式的 Liénard方程

，                   （3）

将式（3）进一步写成下面的等价形式

                                                      
（4）



第 1期 23

式中：

则有 连续可微， 单调递增，且

。

由引理 2 知，在包围原点的极限环存在的区域中

总有 bx2＜1，故 。取

，

当 c≠ 0时，则有 ， ，

，若 c与δ异号，则必存在

x1
＜0＜x2

，使得 ；或当b≠0且

均与δ同号时（要求 c≠ 0），则必存在

，使得 ，且在

区间 上，当δ＜0且 c＞0或δ＜0且

时， ，当δ＞0且 c＜0或δ＞0且 时，

。
又系统（1）亦可写成

而当 时，系统（1）变为

                                     
 （5）

易算得 。而当 时， 定

号，此时 亦定号。根据比较原理，当

时，系统（1）的闭轨线与系统（5）的闭轨线必重合
或不相交。显然，系统（1）的闭轨与系统（5）的闭
轨不重合，从而在带域 中系统（1）与系统（5）
的闭轨不能相交。而当 时，原点是系统（5）唯一
奇点且为中心，自然系统（5）的闭轨将充满带域

；当 b＞0 时，原点为系统（5）的中心，

为系统（5）的鞍点，只要

，系统（5）的闭轨将充满带域

。若系统（1）的闭轨线不完全包含区间
，则系统（1）经过区间 上任一点的闭轨

必与系统（5）的闭轨相交，结论矛盾。因而系统（1）
的闭轨若存在则必包含定理 5 相应条件下的区间

。记

  

则 ，sgn T1=-sgn T2
，又由引理 2知

bx2＜ 1，从而 sgn T3=-sgnδ。当 b=0，c≠ 0时，若

c＞ 0，δ＜0，则 T＜0，若 c＜0，δ＞0，则 T＞0；当
b=0，c=0时，sgn T=sgnδ；当 bc≠ 0时，T2

为一元二

次三项式，其二次项系数为 bc，其根的判别式为

，则当 bc＜0且 时，

，当 bc＞0且  时，T2  0，T1  0。

结合上面的分析，再根据Л.А.Черкас 和
Л.И.Жилевыч的唯一性定理[6]，有：

1）当定理5的条件 i）或 iii）或v）或vii）或 ix）成

立时，有T1  0，T3 < 0，从而T＜ 0，故 在(- ，x1)

和(x2
，+ )内单调不增，且 ，所以系统（1）

在 点外围至多存在 1个不稳定的极限环。

2）当定理 5的条件 ii）或 iv）或 vi）或 viii）或 x）

成立时，有 T1  0，T3 > 0，从而 T＞ 0，故 在(- ，

x1)和(x2
，+ )内单调不减，且 ，所以系统

（1）在 点外围至多存在 1个稳定的极限环。
定理 5证毕。
由定理 4和定理 5易得下面的定理。
定理 6 下列条件之一成立时，系统（1）在

外围存在唯一极限环，且当δ< 0时极限环不稳定，

δ＞0时极限环稳定。
i）b=0，c＞0，  ；

ii）b=0，c＜0，  ；

iii）b＞ 0，c＞0， ，
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 ；

iv）b＞ 0，c＜ 0， ，

 ；

v）b＞ 0，c＞ 0， ，

 ；

vi）b＞ 0，c＜0， ，

 ；

vii）b＜0，c＞0，  ；

viii）b＜0，c＜0，  ；

ix）b＜0，c＞0， ，

 ；

x）b＜0，c＜0， ，

 
。

其中： ；

x1
与x2
分别为方程 f (x)=0于定理6相应条件下的负

根与正根。

当b  0时，极限环的唯一性是相对全平面而言的；

当 b＞ 0时，极限环必存在于带域 中，且

其极限环与 x 轴负半轴交点必位于区间 内，

与轴正半轴交点必位于区间 内。

3 结语

关于极限环唯一性问题的研究，对于一般的平面

系统而言至今尚没有全面有效的方法。对于Liénard型

方程极限环唯一性问题的研究，如能恰当地运用

Л.А.Черкас 和Л.И..Жилевыч的极限环唯一性定理，
则可构建多种参数条件下极限环的唯一性。
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