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Hilbert重级数定理的一个新改进

周 昱，高明哲

（吉首大学 师范学院，湖南 吉首 416000）

摘 要：利用 Euler-Maclaurin求和公式并且通过引入一个适当的权函数，创建了Hilbert重级数定理的一个
新改进。作为应用，给出了Hardy-Littlewood定理的一个加强的结果。
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New Improvement of Hilbert's Theorem For Double Series

Zhou Yu，Gao Mingzhe
（Normal College，Jishou University，Jishou Hunan 416000，China）

Abstract：New improvement of Hilbert theorem for double series can be established by means of Euler-Maclaurin
summation and by introducing a proper weight function. As an application, the enhanced result of Hardy-Littlewood's theorem
is given.
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0  引言
设 和 是 2个实数序列，如果

且 ，

那么

 
，                       （1）

其中常数因子 是最佳的，并且式（1） 中等式成立的
充要条件是 、或者 是 0 序列。这就是著名的

Hilbert重级数定理，与不等式（1）相应的积分形式是：

。

                                                                                                 （2）
近年来，不等式（1）和（2）的各种改进和推广

出现在大量的文献中（见文献 [1]）。特别是文献[2]给
出了不等式（2）一个有意义的改进，建立了下列不

等式：

，               （3）

其中

。

特别当 时，可得：

。

本文的目的是要创建一个形如式（3）的离散型不
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等式，从而给出式（1）的一个新改进，并给出Hardy-
Littlewood定理的一个加强结果。为了证明论断，需要
下列引理。

引理 1 设 0＜m＜ 2，那么

。                                                      （4）

证明 由 函数的定义知：

，

因此有：

其中 是 函数。

引理 2 设

，

那么

，                                                             （5）

其中 ，并且 由下式定义：

                               （6）

其中：Bj
是Bernoulli数，即

等等；

ρ
s
是余项，它与 的倒数第

一项有相同符号且绝对值较小。

这些结果的证明已在文献[3]中给出，这里从略。

2 定理及其应用

为了给出式（1）的一个新改进，定义 1个函数：

，

                                                                                         （7）
其中

 
，

       。
定理 1 设 和 是 2个实数序列， 在区间

上可导，并且 满足条件：

。

如果 且 ，那么

，      
 
（8）

其中 且它由式（6）给出，而ω r
由式（7）

定义。

证明 首先假定 bn=an
，应用 Cauchy不等式，可

以得到

，                （9）

其中：

容易算出：

 

周 昱，高明哲 Hilbert重级数定理的一个新改进



湖 南 工 业 大 学 学 报14 2010年

其中：

。

同理可得：

     
（11）

因此，从式（9）、（10） 和 （11） 可以得到：

。

       

（12）

如果 bn
≠ an

，那么应用Cauchy-Schwarz不等式估计式
（8）的右边，然后利用公式（12） 可得：

 

（13）

下面来计算ω
r
。设

，

c(x)如果4阶可导且 ，

， ，那么由改进

的 Euler-Maclaurin求和公式（参阅文献[4-5]）得到：

 

（14）

其中： ；

   。

特别，取 。显然，根据式 （14）

得到式（7），从式（13），（14）和引理 2 可得：

，  （15）

因为 和 是 2个非 0的实数序列，所以式（15）中
不能取等号，从而不等式（8）成立，于是定理被证明。
特别，当 时，从式（10） 可看出：ω =0，
从而ω

r =0。因此，不等式（8） 可以简化为下列形式：

，   （16）

这就是文献[3]的结果，可见不等式（8） 是文献[3]相应
结果的一个改进。由于函数 的选择具有较大的灵

活性，它表明不等式（1 3）具有一般性。注意到

，因此在式（13）中如果用 代替 ，

那么从式（13）和式（14）可得式（3）相应的结果：
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其中

。

下面给出式（8）的一个应用。设 ，且

。定义 1个序列：

。

Hardy-Littlewood [6]证明了：

，                                                        （17）

其中 是最佳值，这就是著名的Hardy-Littlewood定理。
下面给出它的一个改进。

定理 2 设 且 ， 在区间

上可导，且它满足条件： 。定

义 1个序列：

，

那么

，

                                                                                                        （18）

其中ω
r
由式（7）给出。

证明 根据假设，可以把 改写成下列形式：

，

应用Cauchy-Schwarz不等式估计 式（18） 的右边如下：

                       

   
（19）

从定理 1和不等式 （19） 可知式（18）成立。
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