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沿抛物线的Hilbert变换的多线性交换子的有界性

聂 芬

（国防科学技术大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：考虑抛物型BMO函数和沿抛物线 的Hilbert变换生成的多线性交换子，通过 Fourier变换

估计和 bootstrap讨论，得到所考虑的多线性交换子的 有界性。
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Boundedness of Multilinear Commutators of Hilbert Transforms Along Parabola
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Abstract：Considers the multilinear commutators of parabolic BMO function and Hilbert transforms along parabola

. With Fourier transform estimation and the bootstrap method, proves that the multilinear commutators are bounded

on  spaces.
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1 背景知识

文献[1] 引入了一类多线性交换子

且证明了一定条件下 是 有界的。文献[2]研究

了沿抛物线的Hilbert变换

与跟ρ相关的抛物型 BMO函数生成的 k 阶交换子的

有界性，其中 。受文献[1-2]

的影响，本文引入沿抛物线的Hilbert 变换 与跟ρ相

关的抛物型 B M O 函数生成的多线性交换子。设

，定义 和 生成的多线性交换子为

。                   （1）

问当 时， 是否为

上的有界算子。相应于算子 ，同时

考虑极大算子

。         （2）

为方便叙述，先引入一些记号[3]：

对于任意正整数m，当 1 j m时，

记 为 中含

有 j个不同元素的集合}；
对于 ，记  ；对于 1 j m
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和 ，记

，

 。

本文中，只对 的分量为抛物型BMO函数的向量
进行讨论，即：

。

2 主要结论

定理 1 限定条件下的 ，对任意 ，由式

（1）所定义的算子 及由式（2）所定义的算子

，都是 上以 为界的有界算子。

为了证明定理 1，先证明 1个更一般的结果，即定
理 2。

定理 2 设 是一列Borel测度，假定对某个

正常数C和 ， ，

，

。

其中： 是 vj
的 Fourier 变换。

对于 ，定义算子 和 为：

则 和 都是 上以 为界的有界算子，

进一步，设 ，假若对某个 ，下列 2个极

大算子

都是 上的有界算子，则当 时， 和

都是 上的有界算子。

3 相关引理与定理的证明

首先证明一个在证明定理过程中非常重要的引

理，即引理 1。

引理 1 设 是一族乘子，满足

，假定对某些正常数C和 有：

，

记 Ts
为乘子算子 （见文献[2]），对 ，

记  为 Ts
的多线性交换子，对任何固定的 0 < v < 1，

存在正常数 C，使得

。

证明 如文献[2]分解ms
的 Fourier 逆变换Ks

，由

文献[2]知，对q > 2，0 < < 1，

。       （3）

现计算 T s , j
的多线性交换子 的 有界性。令

，其中Qd
为抛物型方体，即对某

。

这些抛物型方体内部不相交，令 ，

则 。

对每个 d， 的支集包含在 20Qd
内，且 的支集

是有限交，从而

。

假定 supp f 包含在某个抛物型方体Q内，将Q放大 50
倍，记为Q*， ， ，以及

。则

取 ，使得 ，对满足 的

固定的 i，有
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。

由估计式（3）和H lder不等式知

对固定的0 < < 1，取0 < < 1，且充分接近1，q1, q2 >

2，充分接近 2，且 ，

 

。

存在一个与 j无关的常数 < 0，使得

。

对所有的 j 0求和即可得到引理 1的结果。

定理 2的证明  取径向函数 ， ，

，且 定义乘

子算子 Sl
为 ，记 ，

定义乘子算子 。记

。

由单位分解定理可知，对于 有下列式子

成立：

。

要证明 的 有界性，只须证明存在某个正

常数 ，使得对 有

。

对 ，直接计算有

由文献[4] 中引理 3.2.3知

          （4）

定义 为 ， 为 的多线

性交换子，由文献[2]知 满足引理1的条件，由

伸缩不变性知

对 ，令

由不等式（4）和H lder不等式知
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（5）

现在考虑 的 有界性，只须考虑p > 2的

情况，当p < 2的情况，可利用标准的对偶性讨论得到，

若 和 都是 上的有界算子，显然可以证明

下列估计式成立：

，                    （6）

令 ，

由不等式（4）和文献[4]中的引理 3.2.3，可得

                      

（7）

由式（5）、（7）以及Riesz-Thorin插值定理得，

对 ，

。

其中： 是正常数，这就得到了 的 估

计。利用文献[5]中Rademancher函数系的讨论，可得

到 的 和 的有界性估计。定理 1可由定理

2和 bootstrap 讨论（参见文献[6]）得到。
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