
湖 南 工 业 大 学 学 报

Journal of Hunan University of Technology
Vol.23 No.6
Nov. 2009

第 23卷 第 6期
2009年 11月

一类二阶中立型微分方程解的定性性质

陈云新

（南华大学 数理学院，湖南 衡阳 421001）

摘 要：讨论了一类具有无界时滞的二阶中立型微分方程，并建立了该方程非平凡解的振动性以及非振动

解的渐近稳定性的充分条件。
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Abstract：Considers a class of second order neutral differential equations with unbounded delays and obtains some
sufficient conditions for the oscillation of all nontrivial solutions and the asymptotic stability of nonoscillatory solutions.
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0 引言

本文讨论一类二阶中立型微分方程解的振动性和

渐近性。考虑下列二阶微分方程：

，           （1）

这里：（i） ， 为常数；

（ii）  且

。

方程（1）的 1个解是指定义在 上的 1个连续
函数 x(t)，它在 上满足方程（1），且 具

有二阶连续导数，这里 。

习惯上，如果方程（1）的解有任意大的 0点，则
称其为振动的；如果它最终为正或为负，则称其为非

振动的。近年来，中立型泛函微分方程引起了人们广

泛的研究兴趣，并取得了丰富的研究成果[ 1- 2 ]。特别

地，关于 n 阶具有常时滞的微分方程：
，            （2）

其中 ，

，已有了较多较好的结果[3-7]。
注意：方程（2）是常时滞的，而方程（1）是变

时滞的，因此方程 （1） 不同于方程（2），从而方程（2）
的结果不适用于方程（1）。 本文研究的目的是通过引
入新的技巧，并分别就 0＜ c＜ 1和 c =1两种情况，建
立方程（1）非平凡解的振动性以及非振动解的渐近稳
定性的充分条件。

1 主要结果

定理 1 设 0＜ c＜ 1，假设 ，以

及存在一整数  使得
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             （3）

那么方程（1）的非振动解趋向于 0。
证明 不失一般性，设 x(t)是方程（1）的最终正

解，并定义：

，                                                         （4）
由式（1）得，最终 。如果最终 ，那么

， 但当 最终成立时，则对充分大的

t有：
，

此式表明 ，从而 。矛盾。因此最

终 。

下面分两种情况考虑 ：

1） ；

2）  。
对于情形 1），方程（1）可写为

，

由 ，得

，

重复上述过程，得到：

，    （5）

记 ，有

       ，                                            （6）

令 ，                                        （7）

那么 u(t)＞0。 计算可得：

。

由于 ′(t)是单调递减的，因此

。

根据式（6） 和 （7）得：

                   

 （8）

定义函数 ，易知：

，

             
（9）

由式（8）、 （9） 得

。
     （10）

于是从 t1
到 t积分式（10）得：

令 ，并根据式（3） ，可得 。这就产生了

矛盾。对于情形 2），如前所述，有 。定理

证毕。

推论 1 设 0＜c＜1以及 成立。

如果 ，                                     （11）

那么式（1）的非振动解趋于 0。

证明 令 。选取一整数 n 使

得：

这里 充分的小，那么存在充分大的 t1
使

。                    （12）

由式（12）可知式（3）成立，故由定理 1，可知结论
成立。证毕。

定理 2 假设 成立，如果存在整

数 使得 以及

，
     
（13）

那么方程（1）的非平凡解是振动的。
证明 根据定理 1，只须证明 最终不成立。

假设 ， ， 最终成立。将方

程（1）写成
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。

重复上述过程，可知对于充分大的 t 成立下式：

这样，利用 的单调性可得：

。                            （14）

将式（14） 从 s到 t积分得：

   （15）

再对式（15） 关于 s从  到 t积分，得到：

 

于是，由 的单调性得：

因此，如果式（13）成立，就产生了矛盾。定理证毕。
下面考虑 c =1的情况，有下面的结果。

定理3 设c =1以及 成立。 如果
存在整数 n 1使得

         
（16）

成立，那么方程（1）的非振动解是有界的。
证明 设 x(t)是方程 （1）的最终正解，并令

，

那么 最 终 。如果 最 终 ，那么

。因此 ，t充分大。此表明 x(t)是

有界的，从而 ，这就产生了矛盾，因此，

。那么，或者 ，或者

。可推测 是不可能的。否则，将

方程（1）重写成

，

于是  。                                     （17）

令 ，
                                          

 （18）

那么 u(t)＞ 0以及

由于 ，根据式（17） 、（18），

得到：

将上面的不等式从 t1
到 t积分，得到：

，

此表明 ，这就产生了矛盾，因此

，从而 ，此表明 x(t)是有界的。
推论 2 设 c=1。 如果

，                                              （19）

那么方程 （1）的非振动解是有界的。

证明 记 。 选取整

数 n使得 ，这里ε充分小。那么存在充分大的

t1
使得：

，                       （20）

注意到式（20） 成立意味着式（16）成立，推论得证。
定理 4 假设定理 3 的条件成立，如果存在整数

使得 ，以及

，
                   

（21）

那么方程（1）的非平凡解是振动的。
证明 设 x(t)是方程（1）的最终正解并记

。 注意到定理3的证明，我们只需证明

 不成立。假设

，

最终成立，易得：

，
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t充分大。于是

。                                   （22）
类似于定理 2的证明，积分式（22）两次可得：

由  的单调性可得：

因此，如果式（21） 成立，就产生了矛盾。定理证毕。

2 举例

例 1 考虑中立型微分方程

           （23）

这里 0＜ c＜ 1。
容易验证满足推论 1的条件，因此方程 （23）的

非振动解趋向于 0。事实上， 就是满足条件的

1个解。
例 2 考虑中立型微分方程

 
，

          
 （24）

这里  和 。 取 k =1，容易看出

根据定理 2（或定理 4），方程（24）的所有非平凡解
都振动。事实上，x(t)=sin(lnt)就是满足条件的 1个解。
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