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一类脉冲时滞微分方程的振动性

王学斌

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412008）

摘 要：推出了一类脉冲时滞微分方程的非振动解与其一、二、三阶导数的符号关系，得到其振动性的判

别准则，举例说明了准则的有效性。
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Oscillations of A Class of Impulsive Delay Differential Equations

Wang Xuebin
（College of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412008，China）

Abstract：Deduces the sign relationship of the non-oscillatory solutions and their derivatives of first, second and third
order，which belongs to a class of impulsive delay differential equations. Obtains some criterions about the oscillation of the
solutions to the equations. Gives one example to illustrate the effectiveness of these cirterions.
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0 引言

脉冲微分系统作为一类混合动力系统有极为重要

的现实意义，它得到了广泛的研究[1- 10]。一些作者研

究了脉冲微分方程的振动性与渐近性，有一些较好的

结果。如文献[6]研究了 n阶线性脉冲微分方程解的振
动性；文献[3]研究了高阶非线性阻尼脉冲微分方程解
的振动性；文献[4]研究了高阶非线性脉冲泛函微分方
程的振动性；文献[7]研究了带强迫项的脉冲时滞微分
方程的振动性，其中方程是一阶的；文献[8]研究了带
强迫项的二阶脉冲时滞微分方程的振动性；文献[9]研
究了带强迫项的三阶脉冲时滞微分方程的振动性与渐

近性。受文献[6]的启发，本文对一类脉冲时滞微分方
程进行研究，得到其振动性的判别准则，并举例说明

准则的有效性。

本文考虑

               
（1）

解的振动性，其中：0≤ t0< t1<…< tk<…；

0<τ≤ tk+1- tk<+  ；

（k∈N）；

aik(i=0，1，2，3)均为大于 0的常数，且 a0k
≠1(k∈

N)；p(t)， ，它们在 ( k∈N ∪

{0})上均不最终恒为 0；

，且φ(4)在 上几乎处处

(a.e.)存在，并且至多有可数个第一类间断点；

，
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。

定义 函数 x(t)：[t0-τ，+ )→R称为方程（1）的
解，如果满足

① x(t)=φ(t)，t∈ ；

②当 t≠ tk
，t≠ tk+τ(k∈N)时，x(t)几乎处处满足

x (4)(t) + p(t) x(t) + q(t) x(t -τ)=0，且

 (k∈N ∪{0})，

x (4)(t)在  内几乎处处存在，并

至多有可数个第一类间断点；

③ x(tk) ≠0， ，

， i=1，2，3。

1 主要结论

引理 设 x(t)为方程（1）的满足条件（H）
x(t)∈C3{(tk

， tk+1)，R}(k∈N ∪{0})的任意有界解，如
果存在 T >t0

，使得 t≥ T时，x(t) >0(<0)，且有条件

（Ai
）

（B） ，

则存在 T0
≥ T。当 tk

≥ T0
、t∈(tk

，tk+1)时，有
，

，j=1，2，3。
证明 仅就括号外情形证明。

① 证明存在 T1
≥ T，当 tk

≥ T1
时，有 ≥ 0，

否则存在 ， ，于是 。

设 ，由 p(t)，q(t)≥ 0；

x(t)，x(t-τ)>0(t >T)；
以及x(4)(t)=-p(t) x(t)- q(t) x(t -τ)(a.e.)，

就有 (a.e.)，后续证明与

文献[6]中引理 1后续证明类似，此处略去。
定理 1 设引理的条件（H），（Ai

）（i=1，2，3）与
（B）成立，且 0<aik

≤ 1(i=1，2，3，k∈N)，并且 a0k>

1 或 收敛，若还有 或

，则方程（1）的任意有界解是振动的。

证明 设方程（1）有一个非振动有界解 x(t)，不
妨设存在 T≥ t0

，当 t >T时，有 x(t-τ)>0，由引理知存

在T0
≥T，当tk

≥T0
时，有 ，

记 。

① 当 收敛时， 

，得 ；

，

则 ；…。

由归纳法可得，对 l≥ 1有

       （2）

当 l≥ 2，t∈ 时，由 ts+l-1-ts+l-2
≥τ得

，

即 。                                     （3）

记 ，

，再由式（2）得

，从而

  (a.e.)     （4）

对式（4）两边同乘以 t3，再从 ts+1
到 ts+l

积分得

。              （5）

而

则
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（6）
由式（5）、（6）可得

（7）
同理可得

（8）

②当 a0k>1时，与①同理可得

（9）

（10）

在式（7）或（8）中，由 或

，且 收敛，条件（B）以

及 x(ts)>0，得  ；在式（9）或（10）中，

由  或 ，条件（B）以及

x(ts)>0，得 。这与 x(t)是有界矛盾，则方

程（1）的任意有界解是振动的。
定理2 设引理的条件（H），（Ai

）（i=1,2,3）与（B）

成立，记 ，若还有条件

（C1
） 

 （s∈N），或

（C2
） 

（s∈N），
则方程（1）的任意有界解是振动的。
证明 设方程（1）有一个非振动有界解 x(t)，不

妨设存在 T > t0
，当 t >T时，有 x(t -τ)>0。

令 ，由引理知存在 T0>T，当 tk
≥ T0

，

t∈(tk
，tk+1)时，有 与 u(t)>0，且

，       （11）

记 ，当 l ≥ 2，t∈(ts+l-1
，ts+l)时，由式（3）知

。

从 ，当

 时，

当 时， 。

从而 ，则

即 u'(t)<-es+mq(t)≤0，(t∈(ts+m
，ts+m+1)，m=1，2，…，l-1)，

                                                                             （a.e.），  （12）
同理可得 u'(t)<-es+mp(t)≤ 0，(t∈(ts+m, ts+m+1)，

m=1, 2, …, l-1)，                                            （a.e.），  （13）
对式（12）从 ts+m

到 ts+m+1
积分得
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在式（15）或（16）中，当 l充分大时，由条件（C1
）

或（C2
）知右边为负，而左边为正，矛盾，从而方程

（1）的任意有界解是振动的。

2 应用举例

例 考虑方程

                       （17）

其中：tk=2kπ；

显然方程（17）满足引理的条件（H）、（Ai
）（i=1，

2，3）与（B），且 0<aik
≤ 1（i=1, 2, 3, k∈N）。对于

T>0，不妨设 T∈(2n0
，2(n0+1) ]，n0

∈N，则

即 ，并且  收敛，从

而定理 1中的条件均满足，则方程（17）的任意有界

解是振动的。实际上

为方程（17）的一个有界振动解，其中φ(t)=cos t，
t∈[0，]。
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由（13）与（14），（15）同理可得

（15）

（16）
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 。                （14）
从而由式（11），（14）得


