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单圈图的Merrifield-Simmons指数的极值图

肖正明

（湖南工业大学，湖南 株洲 412008）

摘 要：用i(G)表示图G的Merrifield-Simmons指数，定义为G的独立集数目。利用图的关于Merrifield-Simmons
指数的变换技巧，研究了单圈图的Merrifield-Simmons指数，得到Merrifield-Simmons指数前八大的单圈图，刻画
了极值图。
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Extremal Graphs with Respect to Merrifield-Simmons Index of Unicyclic Graphs

Xiao Zhengming
（Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412008，China）

Abstract：Uses i(G) to denote Merrifield-Simmons index of graph G and defines it as the number of the independent sets
of G. Investigates the Merrifield-Simmons index of unicyclic graphs by the technique of graphs transformation on Merrifield-
Simmons index, obtains the first eight largest unicyclic graphs with respect to Merrifield-Simmons index, and depicts the
extremal graphs.
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1 基本概念和术语

G = (V，E)表示顶点集为 V、边集为 E的简单连通

图， ， 分别表示其顶点数和边数。NG(x)表
示顶点 x的邻域，度数为 1的顶点称为叶，与 1个叶子
邻接的顶点称为茎，茎与叶子相连的边称为悬挂边，

图G的围长是指G中的最短圈的长度，若G中没有圈，
则定义G的围长为无穷大。用Gg

表示围长为 g的圈，
单圈图是指顶点数与边数相等的连通图。Un

表示 n个
顶点的单圈图的集合，Gg

n
表示 n个顶点、围长为 g的

单圈图的集合。

表示在围长为 g的单圈图的圈Cg
的 1点上连接

n-g片叶子的图。当 时， 表示在围长为 g的单
圈图的圈 C g

上 1 点 v 上连接 n - g- 1 片叶子以及在

上连接1条边的图；特别地：当g=3

时， 表示在C3
的 2个不同顶点 v和w上分别连接 n-

4和1条边的单圈图。Sp，q，r(p,q,r  0且p + q + r =n-3)表
示将K1, p

，K1, q
，K1, r

的中心分别粘在C3
的 3个顶点所

得的单圈图，如图 1所示。

a) 图 b) 图 

d) 图 Sp，q，r(p,q,r  0) c) 图 

图 1 4类单圈图

Fig. 1 Four unicyclic graphs
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Pn
、Sn

分别表示 n个顶点的路和星图。
S是图G的 1个顶点集，若在 S中任意 2个顶点均

不相邻，则称 S是G的 1个独立集，空集是 1个独立
集。拓扑指数是从化合物的结构图衍生出来的不变

量，G的独立集数目记为 i(G)，在理论化学上，i(G)称
为图G的Merrifield-Simmons指数或σ -指数[1]，在所

有图的拓扑指数的研究中，Merrifield-Simmons指数具
有重要代表意义。

Fibonacci序列[1]定义为：

F(0)=0，F(1)=1，F(n)=F(n-2)+F(n-1)(n 2)。
本文所要研究的是单圈图的Merrifield-Simmons指

数，并给出Merrifield-Simmons指数前 8大单圈图。文
中图论术语请见参考文献[2]。

2 Merrifield-Simmons指数前 8大单

2.1 基本引理

引理 1[3] i）若图G是由K个分支G1,G2,G3,…,Gk

(k 1)组成的，则 ；

ii） 。

引理 2[4] i(Sn)=2n-1+1，i(Pn) = F (n+2)，当 n 3时，
i(Cn)=F(n-1)+F(n+1)。
引理3[5] 设uv是G的1条边， ，

其中w1,w2,…,ws
为G的叶子，对G施行变换得G′，G′=

，则 。

引理 4[6] 设 u,v是图G的 2个顶点，u1,u2,…,us
是

连接在顶点 u上的叶子，v1,v2,…,v t
是连接在 v上的叶

子，对G实行变换得到

。

2.2 Un
中图的Merrifield-Simmons指数

定理 1 [7] 设 ，则 ，等号成立当

且仅当 。

定理 2 设 k 3，则 ，

。

证明 因 ，则有

从而有 。

类似可证 。

此外，若 ，则 。

2.3 按围长讨论单圈图的Merrifield-Simmons指数
2.3.1 当围长为 3时
设 Sm,n

是将星图 K1,m
与 K1,n

的“中心”（即非悬挂

点）用 1条边连接得到的图， 。

定理 3 当 时，

。

证明 因为

，

所以有：

 。

从而定理结论成立。

是将K1,n-5
与K1,2

分别粘接在C3
上的 2个相邻顶

点得到的图， 是将K1,n-6
与K1,3

分别粘接在C3
上的 2

个顶点得到的图， 是将K1,n-5
粘接在C3

上的 1个顶点

上，同时将K2
分别粘接到另 2个顶点上得到的图，

是将K1,n-6
，K1,2

与K2
分别粘接在C3

上的 3个顶点得到
的图。 、 、 、  分别如图2所示。

经计算有：

设 表示所有形如 Sp,q,r
的 n

阶单圈图的集合。由引理 3、引理 4、定理 3及上述计
算结果可知：当 时，  中图的Merrifield-Simmons指
数排序为：

用 表示至少有 1个顶点与C3
上点的距离大于或

等于 2 的单圈图的集合，则 ，由引理 3
及引理4可知，在  中Merrifield-Simmons指数最大的
图是将 悬挂在  中与 C3

距离

为 1的1个顶点上的图，记为Ri, j, k(l)
，其中 i+j+k+l+3=n，

圈图

a) b) c) d) 

图 2 4类特殊单圈图

Fig. 2 Four special unicyclic graphs
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如图 3所示。

定理 4 设 ，有  ，特

别地， 。

证明

，

所以，

                                     ，

从而

。

类似地，  时有 。

为方便记，用 表示 R0,0,n-4(1)
，用 Rk(l)

表示 R0,0,k(l)

（这里 k+l+3=n）。这样，在 中Merrifield-Simmons指

数最大的是 ，其次就是 R k( l)
中的图。

定理 5 设 ，则

         。

证明 。

令 ，由于 f (l)单调递增，f (l)在

端点 l=n-4处取得最大值，所以

，从而有 。

综合上面的讨论得定理 6。
定理 6 当  时，在U3

n
中图的Merrifield-

Simmons指数的 1个排序为：

2.3.2 当围长为 4时

用 表示围长为 4而且悬挂点到圈上的距离等于

1的单圈图集， 表示在C4
的 2个相邻顶点分别连接

K2
与K1, n-5

所得到的图， 表示在C4
的 2个不相邻的

顶点分别连接G1,2
与 K1, n-6

所得到的图， 表示在C4

的 2个不相邻的顶点分别连接K1,2
、K1, n-6

得到的图。经

计算有：

用  表示围长为 4且至少有 1个悬挂点到圈上点
的距离大于或等于 2的单圈图集，类似于围长为 3时
的讨论。当 时，有 ，等号成立

当且仅当 ，其中 是 的 1个悬挂点上连
接 1条边得到的图。
根据以上计算结果和讨论可得定理 7。

定理 7 当  时，U 4
n
中图的Merrifield-Simmons

指数的 1个排序是：

2.3.3 当围长为 5时

是U 5
n
中Merrifield-Simmons指数最大的图，而

。

3 结论

综合 2.2和 2.3中的结果，可得Merrifield-Simmons
指数前八大的 n 阶单圈图。
定理 8 设 ，则

 。
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图 3 单圈图 Ri, j, k(l)

Fig. 3 The unicyclic graph Ri, j, k(l)


