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基于Logistic映射的混沌优化若干理论问题分析

李祥飞，邹莉华
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摘 要：讨论了由 Logistic映射所产生的混沌序列的遍历性统计特征，对混沌序列随机过程的自协方差和
互协方差相关性进行定量地分析，最后给出了混沌优化收敛性的证明，这些特征决定了混沌优化具有全局性的

优点，为混沌搜索提供了理论指导。
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Analysis on Theoretical Issues of Chaos Optimization Based on Logistic Map
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Abstract：The ergodic statistics property of chaos sequence generated by logistic map is discussed. The relevance of
auto-covariance and bi-cross-covariance in random process of chaos sequences is analyzed quantitativly. Finally the conver-
gence of chaos optimization is proved. The properties determine the overall merits of chaos optimization and provide theoretical
guidance for chaos searching.
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混沌是存在于非线性系统中的一种较为普遍的现

象，混沌并不是一片混乱，而是有着精制内在结构的

一类现象。混沌运动具有遍历性、随机性、规律性等

特点，能在一定范围内按其自身的规律不重复地遍历

所有状态。最重要的是，混沌的遍历性特点可被用来

进行优化搜索且能避免陷入局部极小，因此，混沌优

化搜索方法已成为一种新颖的全局性优化技术。尽管

混沌优化的研究仅仅在近几年得到发展，但在许多

学者的共同努力下，取得了较多成果，提出了多种基

于混沌机制的优化方法，不仅做了大量的数值仿真

研究，而且把混沌优化引入到工程应用中[1-4]，有效地

解决了工程实际问题。

目前，在混沌优化的研究中，Logistic映射因结构
简单，计算量小，被大量地采用。但是，大多数文献

主要讨论混沌优化的实现问题，很少从理论上研究混

沌优化的本质，从而使得混沌优化存在一定的盲目

性，缺乏理论指导。事实上，解决混沌优化的理论问

题是很重要且迫切的研究课题，尤其从理论上定量地

探讨混沌优化所具有的全局性、遍历性、规律性等特

征，这些特征决定了混沌优化具备全局性的优点，这

对混沌优化有重要的指导作用。本文主要从理论上探

讨由 Logistic映射所产生的混沌序列所具有的统计特
征规律，以及混沌优化的收敛性，为混沌优化的全局

遍历性搜索提供理论依据。

在非线性系统中，常用 Lyapunov（李雅普诺夫）
指数判断系统是否具备混沌行为。Lyapunov指数用来
度量相空间中 2条相邻轨道随时间按指数规律吸引或
分离的程度，正的 Lyapunov指数意味着混沌。

1 Logistic映射的混沌特性



第 3期 71

Logistic映射的表达式为
，                                       （1）

式中：0 < x0 < 1， 。

设轨道点为 xn
时的误差为 dxn

，则

，

有 。

当初始误差 dx0
给定以后，xn

的误差为

，         （2）

如果不确定性的增长是按指数速度的，则式（2）应与
式（3）一致，  ，                                                             （3）

则 Lyapunov指数为

。  （4）

当参数 的变化区间为（3.4，4.0）时，Logistic映
射的 Lyapunov指数如图 1所示；当参数 的进入区间

为（3.57，4.0）时，开始出现混沌行为，Lyapunov指
数为逐渐增大的正数，并不时地被无限多具有周期行

为的轨道所中断；当 =4.0时，>0，Logistic映射完全处
于混沌状态。

为了产生混沌序列式（1），常取 =4.0，得到式

， ，                       （5）

xn
完全处于混沌状态，且在（0, 1）范围内遍历。由于

Logistic映射的吸引子是（0, 1），而在利用混沌序列进
行全局寻优的过程中，常常要对混沌序列进行线性变

换，以实现与被优化参数的定义域相匹配。

定理 1 对于混沌动力学系统，其 Lyapunov指数
与轨道或其等效的映射的表示形式无关，即对于线性

变换，Lyapunov指数不会发生变化，也就不会改变系
统的混沌行为[5]。

证明 从简单起见，仅以离散系统为例给出证明。

设存在一个非线性混沌系统

，  ，                                               （6）

Lya pu n ov指数为 。对混沌变量 x 作变换 ，

，其中，y是一个新的变量。假定变换因子 g具
有连续的一阶导数，在映射定义的整个区间里，对所

有的 x，g 的逆映射存在且唯一。新变量的映射为

 。                                             （7）

为计算在新变量映射下的 Lyapunov指数，需要计
算 ，因为 x和 y的关系是唯一的，因此，有

                      。

因为 和 是有限的，所以新映射的

Lyapunov指数为

。    （8）

若 g 为线性变换，有 ，因此，有

。因此，混沌变量经过线性

变换得到的变量仍保持了原来的混沌特性。

2 混沌序列的统计特征

Logistic映射式（5）产生的混沌序列具有概率统
计特性，是确定论系统中一种内在的随机性行为，因

此，可把混沌序列看作一个随机过程，且具有遍历性。

对于式（5），设任取区间 A且 A (0, 1)，令 A
为

A的特征函数，即x∈A时，A(x) =1； 时，
A(x)=0，则

轨道 落在 A中的频率为

 。                                             （9）

设 是关于 Logistic映射的时间不变的一个概率测
度，根据混沌遍历性的性质，有

，                              （10）

是关于时间的不变性，意味着对任给(0, 1)的可测子集

A，有 。                                              （11）

若 是关于 S 不变的，并且是一个遍历的概率测
度，即式（10）成立且S-1(A)=A包含了 (A)=0或 (A)=1，
则式（11）关于测度 的 x0

∈(0, 1)几乎处处成立[6]。因

此，在式（5）中，虽然从 x0
出发的轨道{Sn (x0)}是混

沌的，并且对初始点 x0
有极度敏感性，但是此轨道落

在 A中的频率对所有初始点 x0
（除 测度为 0的集合点

外）均为同一常数，此常数即为 A的空间平均 (A)。

Logistic映射所产生的混沌序列的概率分布密度函

图 1 Logistic映射的 Lyapunov指数
Fig. 1 Lyapunov exponent of logistic map
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数为 得到Logistic映射的

吸引子任意区域的不变概率测度，即Birkhoff逐点遍历
定理[7]。

设 x0
∈(0, 1)，A为任意区域且满足 A (0, 1)，有

，

在 Lebesgue测度下几乎处处成立。因此，在Logistic映
射的吸引子(0, 1)中取任意子集 A，存在正整数 n，使得
Sn (x) ∈ A，且与初始值 x0

无关，体现了混沌系统的遍

历性特征。

在利用 Logistic映射混沌序列对多个参数进行全
局优化时，需要相对应数目的混沌序列。对于同一混

沌序列中的不同混沌数，如果它们的自协方差函数绝

对值较大，表明同一混沌序列中的不同混沌数线性联

系较密切，不利于混沌的全局性寻优；如果它们的自

协方差函数绝对值较小，表明混沌序列中的不同混沌

数线性联系很不密切，这样混沌序列曲线的变化起伏

很大又很不规则，使得混沌序列尽可能遍历一维空间

的各个区间，有利于混沌的全局性寻优；同理，对于

多个混沌序列，如果它们的互协方差函数值较大，表

明不同混沌序列间的线性联系较密切，也不利于采用

混沌机制实现多变量全局性寻优；如果它们的互协方

差函数值较小，表明不同混沌序列间的线性联系不密

切，这将使得多个混沌序列尽可能遍历多维空间的各

个区域，有利于实现多变量的多维空间全局性寻优。

定理 2（Boltzman遍历性定理） 如果系统具有遍

历性，则其任何一个可观测量对相应统计系统的平均

等价于该可观测量在任一个系统演化过程中的无穷长

时间平均[8]，即 ，

式中： 为可观测量对统计系统的平均；

式中：x 为系统中的任意演化函数。
由于混沌序列具有遍历性，而遍历过程必然是平

稳随机过程，混沌序列的概率分布满足平稳性，随机

过程的统计特征不随时间推移而变。根据Boltzman遍
历性定理可知其样本函数的空间集合平均等于某一个

样本函数的时间平均，因此，可利用一个样本函数近

似计算数学期望和相关函数的概率统计问题，有

，  。

先讨论Logistic映射产生的混沌序列xi
（i=1,2,…,N）

自协方差函数。

设 ， ，假定任

意 2个不同的迭代步数为 n,（n+m）∈（1,2,…,N），xn
、

xn+m
是 2个混沌数，它们之间线性联系的密切程度自协

方差函数为

式中：mxn
为混沌变量 xn

的均值；

式中：mxn+m
为混沌变量 xn+m

的均值。

一个混沌序列 xi
（i =1, 2, …, N）的均值为

，

由于混沌序列 x i
的均值为常数，与 i无关，因此有

，

故混沌序列中的所有混沌数之间没有任何线性联系。

设在(0, 1)区间任取 2 个不同的初始值分别代入
Logistic映射，即能得到 2 个不同混沌序列 x1i

、x2i
，

（i=1,2,…, N），x1 n
、x2 n+m

分别为二者的任意2个混沌数，
则反映混沌序列 x1i

、x2i
之间线性联系密切程度的互协

方差函数为

因此，由 Logistic映射产生的不同混沌序列之间也没有
任何线性联系[8]。

综上述，由 Logistic映射产生的同一混沌序列中不
同混沌数之间，及混沌序列之间都没有线性联系，这

是混沌序列形成的混沌随机变量所具有的独特概率统

计特征，这为混沌全局性优化搜索提供了理论依据。

3 混沌优化的收敛性分析

非线性系统的参数优化问题一般可描述为：

m i n J (X )→ R，其中 J ( X )为性能指标函数，X∈s 且

为多维搜索空间，假定 J(X)满足：

① J(X)在向量X上的全局最小值minJ(X)存在，则
全局参数最优的集合

非空；

② J(X)是定义在向量 X上的变量，且满足
；

③混沌搜索参数向量Xn
（n =1, 2, …）没有次数的

限制。
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定义 设性能指标 ，

， 为m（m = p）维的参

数变量，当且仅当满足： ，

（依概率成立，其中 n为混沌优化的次数），则混沌优
化算法是全局收敛的。

设 为满足如下条件的子集

。

定理 3 采用混沌优化算法，J(X)是以概率收敛到
全局最优值 J(X*)。
证明 对于任意给定的 ，存在 >0满足：

if ，then 。

令 ，显然有： 。

据混沌遍历性性质，对任意状态Xn
，都有 (Xn) >0，

而且混沌优化算法保留下来的误差函数 J (X n)单调递

减，有 。一旦

搜索的权向量Xn
进入区域 ，以后各次搜索的当前最

优结果都不会跳出区域 ，这就意味着 是一个收缩

域[9]，因此 。

设向量X进入区域 An
的概率为 (An)，则 (An)单调

递增，且对所有 n，有 (An) < 1，而单调递增有上界的

数 列 必 有 极 限 ， 则 存 在 ， 因 此 ，

，即 J(Xn)以概率收敛到全局最

小值 J(X*)。

4   结语
在基于混沌序列的多变量参数优化算法中，Logis-

t i c映射是应用最为广泛的混沌系统。本文讨论了由

Logistic映射所产生的混沌序列所具有的独特遍历性概
率统计特征，对混沌序列随机过程的自协方差和互协

方差相关性进行了定量地分析，最后给出了混沌优化

收敛性的证明，为混沌优化搜索具有全局最优性提供

了理论基础。
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