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一种线性三层规划的改进的 Frank-Wolf解法
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摘 要：利用KT 条件、罚函数法，将三层线性规划降为约束条件为线性的二层规划，再利用 Frank-Wolf 线
性逼近的理论，从而仅需求解一层线性规划就得到了三层线性规划的最优解。其中线性规划的求解应用了主元

标单纯形法，其优点是可以得到更靠近最优点的可行解，从而减少计算量。
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Improved Method of Frank-Wolf for Three-Levels
Linear Programming Problem
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Abstract：KT Condition and the penalty function are used to turn linear three level programming problem into bilevel
programming problem whose constraint conditions are linear. Then by using Frank-Wolf linear approximation theory, we obtain
the optimal solution of the linear three level programming problem by solving linear programming. The principal pivot simplex
method is used to solve linear programming. Its merit is to obtain the feasible solution which is to approach the optimal point,
thus reduces the amount of computation.
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三层线性规划问题中，第一层的目标函数不仅与

自己的决策变量有关，还依赖第二层规划问题的最优

解，而第二层规划问题更为复杂，它不仅要考虑自身

的决策变量，还要考虑上一层决策参数的影响，及下

一层规划问题最优解对它的制约。因此，直接求解三

层线性规划是比较复杂而又困难的问题，且国内外关

于求解三层线性规划问题算法的文献较少[ 1，2 ]。文献

[3，4]中的算法的思想是从可行域几何性质或利用割
平面法等方面考虑。利用KT条件或罚函数法等将二
层规划转化为一层规划是解决二层规划的有效思路，

但较少用来解决三层规划问题。本文利用 Frank-Wolf

方法，将转化后的二层非线性规划进一步转化为等价

的线性规划，再通过求解有限个线性规划并验证

Frank- Wolf条件方程而得到系统的最优解，其特点在
于实现了仅通过求解一层线性规划便得到三层线性规

划问题最优解。且在计算线性规划时采用了主元标单

纯形法[5，6]，其算法的优点，是对一般模型无需添加人

工变量即可产生比原始单纯形法更接近于最优点的初

始可行基，因而大大减少了计算量。

1 基本概念

本文考虑如下形式的线性三层规划问题：
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满足约束 ，其中 ，Aj为m×

nj
的矩阵，j=1,2,3，i=1,2,3。 。 。

针对(TLP)1
给出一些基本概念：

i ) (TLP)1
的容许集S

，

其中：（x1, x2）叫做容许的，如果存在 ；

其中：x1叫做容许的，如果存在 。

本文假定 S 是非空有界的，且为闭的凸集。
ii) (TLP)1

的可行域

叫做一级可行解，若对给定的

恰好为(P2)的解； 叫做二

级可行解，若对给定的 ， 恰好为(P3)的
解；所有 j级可行解构成的集合Fj

叫做 j级可行域（j=1,
2,3），显然有 F3=S。
为讨论问题方便，我们假定对每一个 j（j=1,2,3），给

定容许的 后，(Pj)有唯一解与之对应（j=1,2,3)。

iii) 对于 j=0,1,2,3，依次定义集合

，给定 ；

 ，给定 ；

。显然Wj
为凸集（j=0,1,

2,3）。

iv) 对于 j=0,1,2,3，定义S3=F3=S。
，j=0,1,2。

显然 Sj (0 < j < 3)为 S的一个面。

2 降层过程

以定理 1 为理论依据将线性三层规划转化为线性
二层规划。

定理 1 给定 当且仅当存在

，使得 ，其中

。具体证明参见文献[1]。

由上述定理可将(TLP)1
转化为(BP)1

式为：

满足约束：  ，                                        （1）

          ，                      （2）

          。                                                            （3）
在上述(BP)1

中，只有约束条件式（2）为非线性的，考
虑以互不松弛条件（2）为罚函数项，则(BP)1

可转化

为(BP)2
的形式：

满足约束：  ，                                 （4）

            。                                                        （5）
对于(BP)2

问题，先考虑下层规划(P2)′的形式，令

，则

      。

假设
1
为(P2)′的任意可行点，将 F( )在 1

处一阶

Taylor 展开，当 1
给定时， 及 均为定值。故

可考虑：

其中 为求解

所得的一次最好解，

由 的最优解确定，其中

。
注 I）和 II）解的关系为：设 II）的最优解为 1

′，

则有

1）若 ，则
1
为 I）的KT点；

2）若 ，则 为 I）的可行
下降方向。

此时
1
为满足约束条件 I）和 II）的基本可行点。

3 解的性质

下面的 由上述讨论确定，不再注明。
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定理 2 为 I） 的基本可行域 P 的一个
极点。

证明 由条件 III）和 IV）的形式可知，二者均为
极大化线性规划形式，由线性规划知识可知，二者对

应的可行域均为凸集，且二者对应的最优解均在各自

可行域极点上达到，即 分别为对应区域的极点。

问题 I）的约束条件为 III）和 IV）组合，故
为 I）的基本可行域 P的一个极点。证毕。
定理 3 1

也为问题 II）的一个基本可行解。
证明 由定理 1知，1

为 I）的可行域的一个极点，
而 I）与 II）的约束条件相同，故其基本可行域也相同，
又线性规划的基本可行解对应于可行域的极点，故

1

也为问题 II）的一个基本可行解。定理得证。
定理 4 若

i
为由 III）和 IV）所确定的可行域上的

一个极点，则
i
亦为 II）的一个基本可行解。

证明 由定理 3的结论以及线性规划的知识可知，
可行域的任一个极点可作为线性规划的一个基本可行

解。得证。

定理 5 若
i
、

i+1
均为 II）的基本可行解，若满足
，则

i+1
为 I）的一个KT 点。

证明 由 Frank-Wolf方法原理及以上定理的结论
可知，上述定理成立。

定理 6 对于问题(BP)2
，若 满足以下

条件：1）Pi
为 III）的基本可行解，2）i+1

为 I）的一个

KT 点；则 i+1
为(BP)2

最优解，其中 ，

。

证明 由可行域的定义知，满足条件（1）的 pi
必

为问题(BP)2
的可行域的一个极点，且为对应一层目标

函数的基本可行解。若
i+1
为 I）的一个KT 点，即为问

题(BP)2
的二层目标函数的最优点。即当二层规划问题

(BP)2
的一层目标函数给定pi

中参数 时，二层目标函数

在此参数下得到的最优解
i+1
，其对应于 x的坐标与 pi

相

同，即二层目标函数在 pi
点均取得最优值，故(BP)2

在

该点取得最优解。

4 算法步骤

本算法在计算线性规划时采用主元标单纯形法[5，6]，

其优点是可产生比原始单纯形法更接近于最优点的初

始可行基，因此可相应减少计算量。针对(TLP)1
问题

模型，依据上面的讨论可得计算步骤为：1）利用KT
条件将(TLP)1

问题模型转化为(BP)1
问题模型；2）利用

罚函数法将(BP)1
问题模型转化为(BP)2

问题模型；3）考

虑下层规划 ( P 2 )′的形式，令 ，则

 ；4）计

算问题模型 III），用主元标单纯形法求一次最好解，得

，令 ，计算 IV）确定 ，则可

得 ；5）计算问题模型 II），得 。

若满足 ，则
i
为 I）的KT 点，否则转

step6；6）考虑与 i
相邻的极点，验证 ，

其中 ，G 为与 i
相邻极点的下标集， 取满足上式的

i
组成集合H；7）将H中元素代入目标函数，比较目
标函数值，即可得(TLP)1

的最优解。

5 数值例子

用本算法求解参考文献[1，3]中的例子。
例 1 求解三层规划的问题：

解 1）将上述模型化为(TLP)1
的标准形式，然后

依据 step1和 step2化为如下形式：

                                                 

（6）

。

2）令 ，取M=50 ；

3）计算一次最好解： ，此处

x、y、的限定条件如式（6）所示。
对上述问题计算主元，得： ， ， ，

， ， ， ， 。按主元

大小排列顺序，有 。

列单纯形表，由最钝角法则和无比检验原则确定

进出基变量，由于计算过程中 bi
列出现负数，故用无

比检验规则确定主元继续进行旋转迭代，可得表 1。
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经检验可行性，得P0=(2,8,0)为可行解，且最优。令
Z0=(P0,ω)，取M=50，计算

      

        s.t. ω1 +ω2+ω3+ω5=0。
可得ω

0=(0,0,2,0)，得 1=(p0,ω0)=(2,8,0,0,0,2,0)，

4）计算

s.t. ω∈ω0 
，x、y、限定条件同式（6）。

易知ω=(2,0,0,0)或ω=(0,2,0,0)为最优基。因此可仅
考虑 ，s.t.ω∈ω0 

。

x、y、的限定条件同式（6）。
仍用主元标单纯形法求解，类似 step4，可得：

。经检验知 Z1 Z2-Z1
≠0，故

Z1
不是 I）的KT点，即不为 F2

中的点。

5）计算Z1
的相邻极点，考虑

3=(2,6,6,2,0,0,0)，4=(2,

1,0,2,0,0,0)， 。分别验证

是否成立，其中Zi= Pi,ω ，i=3,4,5。

可知
5
满足上式，即

5
为 I）的KT点，由定理 6可

知 为(TLP)1
的最优点，而p1=(2,8,0)为局部

最优点，与文献[1，2]中的结果相同。

6 结语

本文考虑三层线性规划的改进的 Frank-Wolf解
法，将线性三层规划的递阶系统利用KT等价条件等
将其降层，从而使已有一层线性规划相对完善的知识

经推广或改进后，可得进一步应用。为从一层线性规

划的角度考虑多层线性规划求解问题提供一点思路。
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表 1 最优表

Table l The optimal table

基变量

x1

x2

y
x
x5

非  基  变  量

x4

0
3
0
1
0

*
0
0
1
0
0

5/3
4/3
1/3
0
-1

*
1
0
0
0
0

*
0
1
0
0
0

x3

2/3
1/3
1/3
0
0

*
0
0
0
-1
0

*
0
0
0
0
1

1 4
2 0
8
2
6

b i
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