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弹性四连杆机构动力学响应的数值求解

林国英，李 光，刘少义

（湖南工业大学，湖南 株洲 412008）

摘 要：针对弹性四连杆机构这一非线性动力学系统，采用直接积分法中的Wilson-θ法对弹性四连杆机
构的动力学响应进行求解。同时对其进行了相应的实验研究，通过仿真与实验对比，验证了Wilson-θ法求解
非线性动力学模型的可行性。
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Numerical Solution of Dynamic Response for Elastic Four-Bar Linkage Mechanism

Lin Guoying，Li Guang，Liu Shaoyi
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Abstract：As for nonlinear dynamic system, Wilson-θ technique is utilized to solve the dynamic response of elastic
four-bar linkage. Besides, corresponding experiment is applied to verify the simulation result. Compared the simulation results
with the experiment results, we can prove that the dynamic response by Wilson-θis correct.
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0 引言

弹性连杆机构的动力学方程，一般为变系数线性

或非线性的二阶常微分方程。对于此类系统，目前还

无法求出其解析解，只能采用各种适当的数值方法求

出其近似的数值解[1 ]。从数值求解方面来说，柔性连

杆机构的动力学方程可分为刚性（病态）和非刚性方

程两类。其中非刚性方程的数值求解比较容易，可以

选用显式Rung-Kutta法[2]、Adams预估校正法[3]、Wilson-
θ法和Newmark法等进行求解。其中前两种算法是比
较经典的数值积分方法，应用前需要预先将 n个二阶
形式的微分方程变换为 2n个一阶形式的微分方程。这
样做所付出的代价是求解的方程数目增加了一倍，这

对于维数很高的二阶微分方程的求解来说是不利的。

因此，人们更关心无需经过降阶处理就可以直接求解

二阶常微分方程组的算法。Wilson-θ法和Newmark法
正是应这种需要而发展起来的直接对二阶常微分方程

（组）进行数值积分的方法。

1 Wilson-θ法理论
逐步积分法是求解系统动力响应的直接积分方

法，它不需要求解振型和频率，因此对各系数矩阵的

形式没有限制。该算法的缺点是容易产生较大误差，

有时会出现数值不稳定现象。其基本思想是把时间离

散化，将本来要在任何时刻都应满足微分方程的解，

代之以只要在时间离散点上满足方程。而在逐步积分

法中，根据所取的假设不同，常用的有线性加速度法，

Wilson-θ法及纽马克法。
由参考文献[4]，可以获得弹性四连杆机构的运动

微分方程为：

，                                           （1）

式（1）中，

U为系统的广义坐标列阵；
  为系统的广义坐标对时间的一阶导数列阵，即

弹性速度列阵；
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为系统的广义坐标对时间的二阶导数列阵，即
弹性加速度列阵；

  M为系统的质量矩阵，它是由各单元的质量矩阵
装配而成的；

C、D 分别为系统的当量阻尼矩阵和当量刚度矩
阵，分别由各个单元的当量阻尼矩阵和当量刚度矩阵

装配而成；

P为系统在整体坐标系中的与牵连惯性力和哥氏
惯性力相对应的广义力列阵；

Q为系统外力列阵，它的元素是真实地作用于弹
性位移方向上的外力和作用于弹性转角上的外力矩。

式（1）是一个非线性变系数微分方程，本文采用

Wilson-θ法对其进行求解。Wilson-θ法假设在一个延伸
步长θΔt内（θ>1），加速度呈线性变化，如图1所示。

时刻 t+τ的加速度为

                                                                                                   （2）

对式（2）积分可得

，      （3）

再积分一次得

  ，                                    （4）

令 = Δt，则有

，           （5）

。

                                                                                                  （6）

由式（5）、（6）可求出用位移向量 表示的

和 的表达式：

，

                                                                                                  （7）

。

                                                                                                  （8）

在 时刻，系统动力学方程为

                 （9）
将式（7）、（8）代入式（9），整理后可得

，                                                    （10）
式（10）中，

          

          

其中 ， ，a2=2a1
， 。

解线性方程组（10），可得出 ；将 代

入式（7）便可得到 ；然后将 分别

代入式（2）～（4）并令τ=Δt，可得如下结果：

其中， 。

当θ>1.37时，Wilson-θ法是无条件稳定的；若

θ =1，便是普通线性加速度法；θ =2则是双步长法。

2 数值算例

2.1 Wilson-θ法仿真
下面以弹性曲柄摇杆机构（其结构如图2所示）为

例，仿真分析其动态响应。机构各构件的参数选取如

下：曲柄长度 l1=40 mm，连杆长度 l2=190 mm，摇杆长
度 l3=50 mm，机架长度 l4=190 mm，其中曲柄与摇杆均
为圆盘，直径分别为D1=D2=115 mm，厚度为h1=12 mm，

h3=12 mm。连杆截面为矩形，厚度为 h2=2 mm，宽度
b2=8 mm，材料均为钢。铰链 A、B处均有一集中质量
0.01 kg。材料的密度为 =7.85× 103（kg/m3），弹性模

量为E=2.11×1011（N/m2）。

图 1 加速度线性变化曲线

Fig. 1 Change curve for linear acceleration

图 2 曲柄摇杆机构结构示意图

Fig. 2 Structure graph of linkage mechanism
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在本文的研究中，由于曲柄和摇杆是圆盘状，而

连杆为细长杆状，因此，仅把连杆看成是弹性体，曲

柄及摇杆则视为刚性体，在选取广义坐标量时，在曲

柄和摇杆与机架铰链联结处只需设置一个广义坐标

量。而把连杆划分成 4个单元，每个单元节点上取 4个
广义坐标量，在与刚性曲柄及摇杆相连的两点上，由

于是刚性联接，不考虑其轴向与横向位移，只考虑转

角及曲率两个广义量。而控制输入力矩是实验所测得

的电机输入力矩，这样就保证了实验与仿真的输入力

矩相一致。其有限元程序简要流程图如图 3 所示。

图 4 为曲柄在恒定的转速下，由于连杆中存在弹
性变形引起的摇杆转角变化曲线。从图 4中可以看出，
摇杆的弹性转角大约为 0.016 rad，即约 1°。但随着曲
柄转速的提高，弹性响应会相应地增大，即所表现出

的弹性特性会越明显，从而影响了输出摇杆的位置精

度。因此，随着连杆机构向高速化发展，抑制机构中

的弹性变形就显得更为重要。

2.2 实验验证

为了验证仿真中求解响应结果的正确性，进行如

下相应的实验研究，曲柄摇杆机构实验台如图 5所示。

数值仿真与实验时采用的是相同的输入力矩，如

图 6所示。而力矩的测量是在电动机的线路上串联一
电阻，通过测量电阻的电流，再进行相应的转换得到

的，具体的转换关系式如下：

             ，

            P = U×I。
其中，P为电动机的功率；
  ω为电机转数；

  U为电动机额定电压；
  I 为电动机的输入电流。

电动机的输入电流采用示波卡 3050B与计算机相
联进行数据采集，取采集时间为 50 ms，总共取 6祯，
每祯有 20个采集点，串联的电阻值为 1.18Ω。采集卡
采集到的数据经Matlab程序读出，就可得到实验中摇
杆的弹性转角曲线图，然后将得到的摇杆的弹性应变

曲线图与仿真结果图进行对比，如图 7所示。从图 7中
可看出，Wilson-θ法的仿真结果与实验结果很接近，
误差值大约为 2×10-3 rad，从而验证了求解响应结果
的正确性。

图 3 有限元程序简要流程图

Fig. 3 Flow diagram of FEM

图 4 摇杆的弹性转角

Fig. 4 Flexible angle of a rocker

图 5 曲柄摇杆实验台

Fig. 5 Experimental table of a crank-rocker

图 6 控制输入力矩

Fig. 6 Controlling input torque
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3 结语

由于弹性连杆机构的动力学方程中存在一些耦合

项，这使得系统方程更为复杂，不能用传统的方法来

求解[5 ]。因此，本文采用直接积分法来对这一复杂的

耦合非线性微分方程进行求解。针对一平面四连杆机

构，在曲柄以一恒定转速运动的情况下，进行了数值

仿真，结果显示，当把连杆视为弹性体后，输出摇杆

存在一定的弹性应变。且随着机构向高速化方向发

展，机构中摇杆的弹性特性会显现得更加明显。此外，

通过对曲柄摇杆机构进行相应的实验研究，验证了直

接积分法求解响应结果的正确性。
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图 7 摇杆弹性角位移曲线

Fig. 7 Flexible angular displacement of the rocker
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3 结论

本文利用CFD思想，借助 Fluent分析软件对淹没
条件下前混和磨料水射流进行了数值模拟，结果表

明：合适的喷嘴结构可改善混砂效果，提高淹没射流

性能；锥直型喷嘴要好于圆锥型喷嘴，且对于 26°、

45°、60°3种内锥度的锥直型喷嘴，以26°效果最好；
磨料射流经过喷嘴的过程中，磨粒加速及衰减规律与

射流束变化规律并不一致，磨粒速度最大值出现在距

喷口一定靶距处。在喷嘴内射流束与磨粒均被加速，

由于存在的滑移，磨料的速度小于射流束的速度；当

磨料射流由喷嘴喷出后，磨粒速度随靶距增大先增大

后减小，故对淹没磨料射流存在一最优靶距。仿真为

喷嘴结构的优化设计提供了依据。
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