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摘 要：首先指出相关文献结果中的几个错误，并对其进行了修正。进一步利用矩阵特征值界的估计，获

得了区间矩阵及离散动态系统稳定、不稳定和混合稳定的一些简单实用的判据，并通过实例说明结果的有效性。
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Abstract: Some mistakes of the main results in the recently research have been pointed out and then modified. Further, by
using the technique of matrix eigenvalues boundary, some simple and applicable algebraic criteria of the stability, the instability
and the mixed stability for the interval matrices and discrete dynamic systems have been gained. Finally, the effectiveness of the
results are illustrated by numerical examples.
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文献[1-4]讨论了不确定离散动态系统的渐近稳定
性问题，给出了一些稳定与不稳定的代数判据。文献

[3]将非负区间矩阵的结果推广到一般区间矩阵上，建
立了新的判据。本文的主要目的是指出文献[3]的一些
判据中存在的不妥之处，并对某些错误判据作了修

正。并在文献[1-3]的基础上，运用矩阵特征值界的估
计分析技巧与非负矩阵最大特征值的估计，提出了简

单实用的离散动态系统稳定、不稳定和混合稳定的新

的充分条件。

1 问题、概念和引理

本文考虑的不确定离散动态系统为：

。                           （1）
式（1）中： 为n×n阶实矩阵，它的元素 ij

（i，j=1，

2，…，n）不确知，但知其下界 p ij
和上界 qij

，即：

pij < ij < qij 
。                                                                          （2）

为 k时刻的状态向量，k为非负整数。记

，

。（3）

称N[P，Q]为区间矩阵，P和Q为它的下界阵和上界
阵。按上述文献可得如下两个确定矩阵：

  ；                     （4）

 。                     （5）

定义 1 [1] 称方阵 A 是离散稳定的，若它的谱半

径 < 1；称区间矩阵N[P，Q]离散稳定，若对任意

A∈N[P，Q]，A是离散稳定的；若区间矩阵N[P，Q]
离散稳定，则称系统（1）渐近稳定。
定义 2[1] 称区间矩阵N[P，Q]完全离散不稳定，
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若对任意A∈N[P，Q]，A不是离散稳定的（即 >
1）；若区间矩阵N[P，Q]完全离散不稳定，则系统（1）
不稳定。

定义 3[3] 称区间矩阵N[P，Q]是离散混合稳定的，
如果存在A，B∈N[P，Q]，使得A是离散稳定的，而B
不是离散稳定的（即 > 1）；若区间矩阵N[P，Q]是
离散混合稳定的，则称系统（1）是渐近混合稳定的。

一个方阵  称为非负的（正的），如果

aij > 0（aij > 0）对一切 i, j = 1, 2, 
…, n成立；称A > B > 0

(A > B > 0)，当且仅当 对一切

i , j = 1, 2, …, n。这里 ， 为零矩阵。

由矩阵 的元素取模（实数即为绝对值）

后所得的元素构成的矩阵，称为 A 的模阵，记作

。

引理 1[5] 设 ， ，若

|A| < B，则 。

引理 2[6] 1） 对任何非负矩阵A与B，若0 < A < B，
则 ；

         2）对任何矩阵A，有 。

引理 3 [7] 如果 A是有最大特征值 r的非负矩阵，

其行和为 r1, r2, …, rn
，则 。

2 对文献[ 3 ]中某些结论的商榷
文献[3]揭示了混合稳定的意义，将原来的两视角

（稳定与不稳定）扩大为三视角。本节将先举出相应反

例，指出文献[3]中的定理 2~6和推论 1中的某些结论
不成立，并对这些错误结论作出了修正。文献[3]给出
了如下一些结论：

结论A （文献[3]中的定理 2）若 ，则系

统(1)混合稳定，当且仅当区间矩阵N[P，Q]含有零矩

阵 ，即 0∈N[P，Q]。

结论 B （文献[3]中的定理 3） 若 ，则

系统(1)为不稳定，当且仅当 。

结论C （文献[3]中的推论1）如果 ，则

系统(1)为不稳定，当且仅当 > 1， > 1。
结论D （文献[3]中的定理 4）系统(1)渐近稳定，

当且仅当 < 1， < 1。

结论 E （文献[3]中的定理 5）如果 ，则：

1）系统(1)渐近稳定的充要条件是 < 1；

2）当  时，系统（1）不稳定的充要条件是

> 1。

结论 F （文献[3]中的定理 6）如果 ，则：

1)系统（1）渐近稳定的充要条件为 < 1；

2)当  时，系统（1）不稳定的充要条件是

> 1。
首先，我们举反例说明以上这些结论不正确：

例 1 取 ， ，则有

， ，显然N[P，Q]不含零矩

阵，但可取 ， ，即

A是离散稳定的，从而有系统（1）是混合稳定的。结
论 A 不成立。
产生错误的原因是：文献[3]的作者在证明中错误

地认为：区间矩阵N[P，Q]不含零矩阵，则必有 P > 0
或者Q < 0。但N[P，Q]不含零矩阵，P、Q 中所有元素
不一定都为正或者都为负。从文献[3]的证明过程知：
文献[3]中的结论B~F产生错误的原因是一样的，以下
不再一一赘述。

例 2 取 ， ，显然

且 ，但可取

，而 ，即A是离散

稳定的，从而系统（1）是混合稳定的。结论B不成立。

例 3 取 ， ，满足

， ，且 ，但可取

，有 ，即A是离散

稳定的，从而系统（1）是混合稳定。结论C不成立。

例4 取P ， ，由计

算易知 ， ，但可取

，而 ，即A不是

离散稳定的，从而系统（1）是混合稳定的。结论D不
成立。

例5 取 ， ，满足

，由计算易知 ，但 ，
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即 P不是离散稳定的，从而系统（1）是混合稳定的。
结论 E中的 1）不成立。

例 6 取 ， ，满足

， 且 ，但可取

，则 ，即A是离

散稳定的，从而系统（1）是混合稳定的。结论 E中的

2）不成立。

例7 取 ， ，满足

， ，而 ，即Q不是

离散稳定的，从而系统（1）是混合稳定。结论 F中的
1）不成立。

例 8 取 ， ，满足

， ，且 ，但可取

，易知 ，即 A

是离散稳定的，从而系统（1）是混合稳定的。结论 F
中的 2）不成立。
以下我们将修正文献[3]结论中的一些错误：
定理 1 设区间矩阵 N [ P，Q ]含有零矩阵，且

，则系统（1）是混合稳定的。

证明 因为 ，则 ，即零矩阵是

离散稳定的。但另一方面，由于 ，

，有 ，

，即 ， ，而 ，依引

理 2有 ， ，且由

0∈N[P，Q]，有P < 0 < Q，从而 > 1与 > 1至
少有一个成立，亦即 P与Q至少有一个不稳定，依定
义 3，系统（1）为渐近混合稳定。
定理 2 若 P > 0，则系统（1）不稳定的充要条件

为 > 1。

证明 必要性显然，下证充分性： ，

因为 P > 0，则有Q > A > P > 0，而 > 1，根据引理 2
有 。由A的任意性，可知系统（1）不

稳定。

定理 3 若Q < 0，则系统（1）不稳定的充要条件

为 > 1。

证明 必要性显然，下证充分性： 因

为Q≤ 0，则有 -P > -A > -Q > 0，根据引理 2有

，而 ， ，则

。即A为离散不稳定，由A的任意性，
可知系统（1）不稳定。
定理 4 当区间矩阵含有零矩阵时，如果 ，

系统（1）渐近稳定的充要条件为 < 1。
证明  必要性显然，下证充分性：因为0∈N[P，Q]，

即P < 0 < Q， ，有pij < aij < qij
，因为

，从而 ，根据引理 1有

。由A的任意性，可知系统（1）

渐近稳定。

定理 5 当区间矩阵含有零矩阵时，如果 |P| > |Q|，
系统（1）渐近稳定的充要条件为 < 1。
证明 必要性显然，下证充分性：因为0∈N[P，Q]，

即P < 0 < Q， ，有pij < aij < qij
，因为

|P| > |Q|，从而 ，于是根据引理

1有 ，由 A的任意性，

可知系统（1）渐近稳定。

3 几个新的判据

在上一节所给出的判别法中，要计算矩阵的谱半

径，当矩阵是大型矩阵时，这是不容易的。以下，我

们根据已知矩阵的元素，经过简单的计算，给出一些

简单实用的判据。

定理 6 如果 ，则

1） 时系统（1）渐近稳定；

2）当 （或 ）时系统（1）

渐近稳定。

证明  1）任取 ∈N[P，Q]，有 pij < aij <

qij
，因为 ，从而 ，根据

引理 1有 。由 A的任意性，可知系统
（1）渐近稳定。

2）任取 ∈N[P，Q]，有 pij < aij < qij
，因为

， 从而 ， 又因为

qij
，根据引理 1和引理 3有 ，

由 A的任意性，可知系统（1）渐近稳定。

定理 7 设 ， ，且其
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中至少一个不等号严格成立时系统（1）渐近稳定。

证明 任取 ∈N[P，Q]，有pij < aij < qij
，因

为 ，从而 ，而 ，对

A的任意特征值 ，由Schur不等式[8]和

引理 1，有 ，

即 < 1。由A的任意性，可知系统（1）渐近稳定。

用类似于定理 6 的方法，有：
定理 8 如果 ，则

1） 当 时，系统（1）渐近稳定；

2）当 （或 ）时，系统（1）

渐近稳定。

定理 9 设 ， ， ，且

其中至少一个不等号严格成立时，系统（1）渐近稳定。

定理10 设P >0，如果 （或 ），

则系统（1）不稳定。
证明 任取A∈N[P，Q]，因为 P>0，有A≥P≥0，

根据引理2和引理3，有 ，由

A的任意性，可知系统（1）不稳定。

推论1 设Q<0，如果 1（或 ），

则系统（1）不稳定。
定理 11 设 P > 0，若存在 n个正实数 r1

，r2
，…，

rn
，使 （或 ），则系

统（1）不稳定。
证明 任取A∈N[P，Q]，设 ，

则D-1AD的第 i行的行和为 ，因为 P > 0，则

A > P > 0，而 ，于是根据引理 2和引

理 3 有 ，

由 A的任意性，可知系统（1）不稳定。
推论 2 设Q < 0，若存在 n个正实数 r1

，r2
，…，

rn
，使 （或 ），则

系统（1）不稳定。

定理 12 若 （或 ），

则当区间矩阵含有零矩阵时，系统（1）是渐近混合稳
定的。

证明 因为 0∈N[P，Q]，则 ，即零矩阵是

离散稳定的。但另一方面，由于 ，

，有 ，

，即 ， ，而 ，

根 据 引 理 3 有 ， 再 依 引 理 2 有

， ，且由0∈N[P，Q]，

有P < 0 < Q，从而 > 1与 > 1至少有一个成立，
亦即 P与Q至少有一个是不稳定的，依定义 3，系统
（1）为渐近混合稳定。

定理 13 若存在 n个正实数 r 1
，r 2
，…，r n

，使

（或 ）成立，则当

区间矩阵含有零矩阵时，系统（1）是渐近混合稳定的。

4 例子

例 9 考虑离散动态系统 的稳

定性。其中 ， ，

。

显然 ，易知 ，由定理6知

此系统渐近稳定。

例 10 考虑离散动态系统 的

稳定性。其中 ， ，

。

显然 > ，易知 ，由定理 8

知此系统渐近稳定。

例 11 考虑离散动态系统 的

稳定性。其中 ， ，

。
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显然P>0，易知 1.1>1，由定理10可知

此系统不稳定。而 ，不能由文献[2]中的

定理 2.7来判定。

例 12 考虑离散动态系统 的

稳定性。其中 ， ，

。

显然 P>0，易知 ，不符合定理 10

的条件，但可取 r1=0.5，r2=1，可计算得：

，

由定理 11知此系统不稳定。

例 13 考虑离散动态系统 的

稳定性。其中 ， ，

。

显然区间矩阵含有零矩阵， ，且

，由定理 12可判断此系统混合稳定。

例 14 考虑离散动态系统 的

稳定性。其中 ， ，

。

显然区间矩阵含有零矩阵， ，

，不符合定理12的条件，但可取r1=0.5，

r2=1，可计算得 ，由定理13可

知此系统混合稳定。
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