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一类变系数泛函微分方程的振动性与渐近性
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摘 要：研究了一类具变系数时滞泛函微分方程 ，当其强迫项 g(t)≡ 0

时，一切解振动的充分条件；及当其强迫项 g( t )≠ 0时，有界解的振动性与渐近性。
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The Oscillatory and Asymptotic Behavior of Functional Differential
Equation with One Kind of Variable Coefficient

Chen Zhibin，Zhang Aiping，Li Bei
(Hunan Metallurgical Professional Technology College，Zhuzhou Hunan 412000，China)

Abstract：One kind of delay functional differential equation with variable coefficient 

 is studied. The whole solutions oscillation is full of condition when it is forcing an item g(t)≡0 ；there is the oscillatory
behavior and asymptotic behavior of boundary solution while it is forcing an item g(t)≠0,
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havior

1 背景知识

本文考虑一类如下的变系数时滞泛函微分方程

，t >t0            
（1）

的振动性与渐近性，其中 t0
为某一正数， ，

P，Qi
∈C[[t，∞)，R+]，τ，σi

∈[0，∞)。
定义 1 如果 x (t)∈ C [[t0-τ，∞)，R]，且对于

t >t0
，x(t)在[t0

，∞]上连续且可微并满足方程（1），则
称 x(t)为方程（1）的解。
定义 2[1] 如果方程（1）的解 x (t) 在半直线[t0

，

+∞)上有定义，且有任意大的零点，则称它是振动的；
如果方程（1）的一切解都振动，则称该方程是振动的。
在文献[2]中，作者讨论了含两个时滞变系数泛函

微分方程的振动性，本文将时滞推广到多个，从而改

进了文献[2]中的结论；文献[3] 中，作者建立了时滞微
分不等式 x′(t) + p(t)x(t-τ) < 0（t > t0

）与时滞微分方程

x′( t )+ p ( t )x ( t-τ)= 0（t > t 0
）之间的比较定理：如果

成立，则时滞微分方程振动而时滞

微分不等式无最终正解，其中τ为正常数，p(t)>0为连
续函数。我们在下面的讨论中将用到这个结论，并参

考了文献[4，5]中处理问题的方法。
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2 主要结果与证明

引理 1 设 a∈(-∞，0)，τ∈(0，∞)，t0
∈R，如果函

数 x(t)∈C[[t0-τ，∞]，R]且满足不等式

，t > t 0 ，                                       （2）

则函数 x(t)不能为非负函数。
证明 假设引理 1的结论不成立，即对于 t > t0

时

x(t) > 0，可以断言 x(t)是一个有界函数，否则存在 t1>t0

使得

                                 。

代入式（2）得：

  。              （3）

显然式（3）是一个矛盾不等式，所以 x(t)是有界函数。
由于函数 x(t)有界，则令

                                    ，

又由式（2）可得：

                                    M<a+M<M，
这显然是不可能的，因此 x(t)<0。
定理 1 对于微分方程（1），当 g(t)≡０时，如果

满足下列条件

1） ，且 ；

2）当 t >t0+τ时， ；

3） ；

则微分方程（1）是振动的。
证明 假设定理中的结论不成立，即方程（1）有

最终正解 x(t)，取 ，当 t >t1
时， 令

，

方程（1）改写为

。
          （4）

由定理 1中的条件 1）与式（4）可得
′(t)<0， 。                                   （5）

于是存在序列 使得 ′(tn) <0，可以断言 (t) >0；否
则，存在 t2 >t1

使得 (t2)<0；对于 t > t1+τ，由于 ′(t)<0
但不恒为零，可得，存在 t2

，t3
∈[t1+τ，∞]且 t2<t3

，使

得 (t3)<0，而 t>t3
时，有 (t) < (t3)。

当 t>t3
时，可推得如下不等式成立：

再根据引理1知x(t) < 0，这与x(t)是最终正解矛盾，
于是可得 (t) > 0成立；又因为 (t) < x(t)，所以由式（4）
可得：

。            （6）

根据定理 1中的条件 3）可得式（6）无最终正解，即

z(t) > 0不成立。
综合以上的证明可知 ：得到两个相矛盾的结论，

因此原假设不成立，故方程（1）的解是振动的，定理
1证毕。
定理 2 对于微分方程（1），当 g(t)≠０时，如果

满足下列条件

1）当 t >t0+τ时， ；

2） ；

3）存在函数G(t)∈C1[[t0
，∞)，R]，使得G′(t)=g(t)，

且 （β为确定常数）；

4） 。

则方程（1）的有界解 x(t)振动或 。

证明 假设 x(t)是方程（1）在[T，∞)，T > t0
上的

有界非振动解，不防设x(t) > 0(t > t1 > T)；对于x(t) <0的
情况可以类似讨论。

当 t>t1+τ时，令

，

由 ′(t) < 0及 (t)的有界性得 （ 为定数）。

对于α +β有 3种可能：
i）α+β<0；

ii）α+β>0；
iii）α+β=0。

下面证明只有第 iii）种可能才成立，而 i）、ii）两种可
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能不成立。

i）当α +β<0时，由定理 2中的条件 2）得

即得不等式 0>α +β>0，这是不可能成立的。

ii）当α+β>0时，取 t2 >t1+τ且在区间[t2
，∞)上

对下式

积分得

             
，              （7）

而由定理 2中的条件 2）、4）得

，                         （8）

综合式（7）、式（8）可知

                                    ，                                    （9）

又因为

 

 于是有

                                ，                                   （10）

在条件α +β>0时，得到式（9）、（10）两式同时成立
是不可能的。

由以上证明可得α +β =0是成立的，于是有

，

再根据定理 2中的条件 2）得：

                                 ，

于是有

                                   。

定理证毕。

例 1 由定理 2可知，微分方程

的一切有界解 x(t)振动或 。例如 是这

个方程的有界解，且 。
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