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摘 要：结合连通度、点度及围长等条件，给出了两类新的上可嵌入图，且前者条件中的界是不可达的，

而后者条件中的界是最好的。
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 Vertice Degree，Girth and Upper Embeddability in Graphs

Zhang Qiming 1，Huang Yuanqiu 2

（1. Department of Mathematics，Hunan University of Technology，Zhuzhou  Hunan  412007，China；

2. Department of Mathematics，Hunan Normal University，Changsha  410081，China）

Abstract： Combining with connected degree ,vertice degree and girth, two classes of new and upper embeddable graphs
are put forward. However, the boundary of the former conditions does impossibly reach and the latter is the best one.
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1 背景知识

本文所考虑的图G =（V，E）均指有限无向简单
连通图。设 S为一个定向曲面，一个图G在 S上的一
个 2-胞腔嵌入是指G能画在 S上使得边与边之间除顶
点外不再相交，且在 S上去掉G的顶点与边之后的每
个连通分支与圆盘同胚。图G的最大亏格[1]记为 rM(G)，
是指最大的整数 k使得G能 2-胞腔嵌入亏格为 k的定
向曲面 S上。因为图在任意定向曲面的 2-胞腔嵌入中
至少有一个面，由Euler公式易得出图G的最大亏格满

足 ，其中 称为图

G的圈秩（对任意实数 x， 表示不超过 x 的最大整

数）。同时，若 ，则图G是上可嵌入的。

图的最大亏格是刻划图在曲面上嵌入的一个拓扑

参数，与最大亏格相关的上可嵌入问题，即一个图的

最大亏格的最好上界是拓扑图论中一直感兴趣的问

题。给定一些限制条件，如图的连通度、直径、围长、

顶点度、最小度、割点数、独立数、2-因子等参数与
图的上可嵌入性之间的关系，许多文献都证明了一些

图类是上可嵌入的，感兴趣的读者请参阅文献 [1-16]。
文献[17]中证明：设G是 2-点连通图，若对任意一对

d(u,v)=2的点u，v，有 ，其中 ，

则G是上可嵌入的。
本文考虑图的上可嵌入性与连通度，点度以及围

长的关系，利用非上可嵌入图的一个结构特征（即文

献[18]），对文献[17]中定理的条件进行改进和推广，得
到了如下定理，即本文的主要结果。

定理 1 设G是 2-连通简单图，且不含K3
，若对任

意一对距离为2的点u,v，有 ，

其中 ，则G是上可嵌入的，且条件中不等式

的界“ ”是不可达的。
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定理 2 设G是 3-连通简单图，若对任意依次相

邻的3点u,v,w，有max(d(u),d(v),d(w))> ，其中

，则G是上可嵌入的，且条件中不等式的界

“ ”是最好的。

2 有关术语和引理

下面解释文中的有关概念和记号，其中未加说

明的均同文献[19]。对任意集合 X， | X |表示 X的基
数。设：Y为图G的任意边集，G/Y表示从G中去掉
Y中的所有边所得到的图。若T为图G的一棵生成树，

记号 (G,T)表示所有G/E(T)中边数为奇数的连通分支

数。称 为G的Betti亏数，其中min

取遍G的所有生成树T。设 为图G的边子集，
记号 c (G /A)及 b(G /A)分别表示G /A的所有连通分支
数及其 G / A 的具有 Be t t i 数为奇数的所有连通分支
数。设 F1,F2,…,Fl

为图G的 l个不相交的连通子图，记
号 E(F1,F2,…,Fl)表示G中 2个端点分别在 2个不同的 Fi

和 中的边集；另外，对G的任意子图 F，
记号 E(F,G )表示G中一个端点属于 F，而另一个端点
不属于 F的边组成的集合；C(G/A)表示G/A的所有连

通分支组成的集合；Ci(G/A)表示G/A中所有满足 |E(Fi,

G)|= i的连通分支组成的集合；一个顶点 v∈V(F)，若
它为 E(F,G)中 i条边的端点，则称之为 F的一个 i-触
点；对图G的任意点集X，X关于G的点导出子图，记
为G[X]，是以 X为顶点集，以两个端点均在 X中的边
为边集的G的子图。若点 u与点 v相邻，点 v与点w相
邻，则称 u,v,w3点依次相邻。围长是指图G中最短圈
的长度，记作 g。
关于图的上可嵌入性，文献[20，21]给出了G是上

可嵌入的充要条件及其最大亏格由β(G)和ξ(G)所表
达的一个公式。

引理 1[20，21] 设G为图， 则

1)  ；

2) G是上可嵌入的，当且仅当ξ(G)<1。
由引理 1知，对一个图G的最大亏格的研究可转

化为对参数ξ(G)的研究，关于ξ(G)，文献[22]给出了
如下组合表达式：

引理 2 [22] 设G为图，则

。

文献[18]从反面给出了非上可嵌入图所具有的结构
特征。

引理 3 [18] 设G为图，若G不是上可嵌入的，即
ξ(G)> 2，则存在 满足如下性质：

1) c(G/A)=b(G/A)> 2，且对G/A的任意连通分支F，
都有β(F)≡1(mod2)；

2) 对于G/A的任意连通分支 F，F是G的点导出
子图；

3) 对于G/A的 l个不同连通分支F1,F2
…,Fl(l>2)，有

E(F1,F2
…,Fl)<2l-3，特别的，当 l=2时，E(F1,F2)<1；

4) ξ(G)=2c(G/A)-| A |-1。
引理 4 在引理 3的条件和结论下有：
1)对G/A的任意连通分支H，若G是 k-边连通的

(k>1)，则 | E(H,G) |>k；

2) ，这里Σ是取遍G/A的所有连

通分支H求和；
3)若G为 2-边连通的，则

 ；

4)若G为 3-边连通的，则 。

证明 1) 假设结论不成立，则G中必有边数小于
k的边割集，这与G是 k- 边连通图矛盾。

2)我们构造一个图 G *如下：G *的所有点对应于

G/A的所有连通分支，G*中任意两点 x1
和 x2

连一条边

当且仅当，根据引理 3 的 3)，x1
和 x2

所对应的G/A的

两个连通分支H1
和H2

有 |E(H1,H2)|=1。显然，由G*的

构造及引理 3 的 3)，易知 E(G*)=A。
因此，

。

3)若G为 2-边连通的，则对任意的 F∈G/A都有

|E(F,G)|>2，记 x和y分别为 |E(F,G)|=2和3的F的数目，

即x=|C2(G/A)|=2，y =|C3(G/A)|=3，从而有

 ，

由引理 3 的 4)得：

。

即 ，从而 。

所以c(G/A)= b(G/A)>c(G/A)> 。

4)若G为 3-边连通的，则对任意 F∈c(G/A)，都

有 |E(F,G) |>3，记 x为 |E(F,G) |=3的分支 F的数目，

即 x=|C3(G/A)|=3，接下来用引理 4 的3)的方法可证得

c(G/A)= b(G/A)>|C3(G/A)|=x>6。
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3 定理的证明

3.1 定理 1的证明
用反证法。假设G不是上可嵌入的，则由引理 3，

存在 使得性质 1)~4)成立。设F1,F2,…,Fl
是G/A

的连通分支，其中 l=b(G/A)，由引理 4的 3)知 l >3。
由引理 3 的 1 知，对 G / A 的任意连通分支 F，都有
β(F)≡ 1(mod2)，从而每一个分支 Fi

中至少存在一个

圈Ci
，又G为简单图，且不含K3

，因此Fi
中也不含K3

，

从而 |V(Ci)|>4。对G中所有距离为2的点对，必有存在
于Ci

中的点（不妨设为ui,vi
），记max{d(ui),d(vi)}=d(ui)。

下面分 l=3和 l>4两种情形加以讨论。
情形 1 当 l=3时，由以上分析知，在Fi(i=1,2,3)中

至少存在一个点 ui(i=1,2,3)。因为G是 2-连通图，所以
G的 3个连通分支各分别含两个 1-触点，又 Fi

中不含

K3
，因此，

d(ui)<(|V(Fi)|-2)+1，
从而

。

另外，由定理 1中的条件，有：

，

从而有：

。

这样，则必有 n-3g+9<n-3g+9，矛盾。
情形 2 当 l > 4 时，因为 G 是 2 - 连通图，设

F1,F2,…Fk,Fk+1,…,Fl
为G/A的 l个连通分支。设有 k个

分支中分别含有两个触点，剩下的 l- k个分支中各至
少含 3个触点，又 Fi

中不含K3
，因此，在上述 k个分

支中，

，

而在剩下的 l- k个分支中，

。

所以有如下不等式成立：

 

另外，由定理 1的条件有：

，

所以有如下不等式成立：

。

综上得：

 
。

 整理得：
n(l-3)<3k+l-6 。

从而

。

这和 n >16矛盾。综上可知，G是上可嵌入的。

下面我们讨论定理1中不等式的界“ ”是

不可达的，否则，有如下反例G1
（见图 1）。设 gn

表示

围长为 n，取G1
中边子集 A={e1,e2,e3}。G/A有 3个相同

的分支，记为Fi(i=1,2,3)。一方面，对F1
中任意两个距

离为 2的点 u,v，max{d(u),d(v)}只可能为 u1
或 ，同

理在 F2
中只可能为 v1

或 ，在 F3
中只可能为w1

或

。这时，

 

 
。

另一方面，由于每个分支的 Betti数为奇数，即
b(G1/A)=c(C1/A)=3。由引理 2知ξ(G1)>2，从而G1

不是

上可嵌入的。这说明定理 1中不等式的界是不可达的。

图 1 非上可嵌入 2- 连通图举例（gn=4，5或 6)
Fig.1 For example unupper embeddable 2-connected graph

（gn=4，5或 6)



第 6期 29

3.2 定理 2的证明
用反证法。假设G 不是上可嵌入的，则由引理 3

知，存在 使得引理 3中的性质 1）～ 4)成立。
设 F1,F2,…,Fl

是G/A的连通分支，其中 l=b(G/A)，由引
理 4的 4)知 l > 6。又由引理 3的 1)知，对G/A的任意连
通分支 F，都有β(F)≡ 1(mod2)，从而每一个分支Fi

中

至少存在一个圈Ci
，又G为简单图，所以 |V(Fi)|>3，也

必有 |V(Ci)|>3。由定理 2中的条件知，对G中任意 3个

依次相邻的点 u,v,w，都有 ，

则至少有这样的 3 个点存在于每个 F i
中（不妨设为

ui,vi,wi
），记

max{d(ui),d(vi),d(wi)}=d(ui)，

则有 。

从而 。

下面分 l = 6和 l 7两种情形加以讨论。
情形 1 当 l = 6时，必有

|E(Fi,G)|=3， ( i =1,2,…，6)，
从而

 。

另外，一方面因为G为 3-连通图，所以每个分支

的触点数不少于3个；另一方面，由于 |E(Fi,G)|=3( i =1,
2,…，6)，所以每个分支中最多有 3个 1-触点，从而每
个分支中恰有 3个 1- 触点，则

d(ui)<|V(Fi)|-( g -2 )-1，
所以

。

于是 n-6 g+ 24 n-6g+ 18，矛盾。

情形 2 当 l 7时，因为 G 是 3- 连通图，设

F1,F2,… ,Fk,Fk+1,…,Fl
为G/A的 l个连通分支。设有 k个

分支中分别含有 3个触点，剩下的（l- k）个分支中各
至少含 4 个触点。在上述 k 个分支中，

，

而在剩下的（l- k）个分支中，

。

类似于定理 1中的情形 2，可得：

另外，由定理 2的条件有：

，

所以有如下不等式成立：

。

综上得 ：

，即

，这与 l > 7矛盾，从而定理 2的前一结

论得证。

下面我们讨论定理2中不等式的界“ ”不

能用“  ”取代，否则，有如下反例G2
（见

图 2），此时 g =3。显然， G2
为 3-连通简单图，且对任

意依次相邻的 3点 u，v，w有

 。

下面说明 G 2
不是上可嵌入的。取 G 2

中边子集

A={e1,e2,…,e9}。因为 G/A有 6个分支，且每个分支
的 Betti数为奇数，即 b(G2/A)=c(G2/A)=6。由引理 2
知ξ(G2)>b(G2/A)+c(G2/A)-| A |-1=6+6-9-1=2，从而G2

不

是上可嵌入的。说明定理 2 中不等式的界是最好的。
  

  

图 2 非上可嵌入的 3- 连通图举例
Fig. 2 For example unupper embeddable 3-connected graph

张启明， 黄元秋 点度，围长与图的上可嵌入性
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注记 定理 2中条件“3-连通”不能改为“3-边
连通”，否则有反例 G3

（见图 3）。显然G3
是 3-边连通

图，且满足对任意相邻的 3点 u,v,w，有

。

用类似于证明反例G 1
和G 2

不是上可嵌入的方法，易

证G3
不是上可嵌入的。
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图 3 围长为 3的非上可嵌入 3- 边连通图举例
Fig. 3 For example unupper embeddable 3-edge-connected

graph whose girth is 3


