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两个中心Cantor集的算术和的盒维数估算
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摘 要：提出估计盒维数的一种实用方法，对中心Cantor集的盒维数进行了估计，并对 2个中心Cantor集
的算术和的盒维数作了估计。
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Estimating of Box Dimension for the Arithmetic Sum of Two Cantor Sets

Yi Dichen
（Hunan College of International Business & Economics，Changsha 410114，China）

Abstract：A practical method of estimating the box dimension is proposed. Then the Cantor set in the center of the box
dimension is estimated as well as the box dimension of the arithmetic sum of two Cantor set.
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与动力系统的一些问题相关，J.Palis提出[1]：2个

Lebesgue测度为 0的Cantor集的算数差（或和），是否
是 Lebesgue测度为 0，或者包含一个区间？此问题引
发了与此相关的算数和的研究。

本文对一般的中心 Cantor集的盒维数进行估计，
对满足某个条件的中心Cantor集，是一个很好的估计。

1 预备知识

1.1 中心Cantor集
康托尔集[2]：将闭区间[0，1]3等分，去掉中间的开

区间 ，剩下 2个闭区间 ；再把这 2个

闭区间各 3等分，去掉中间的 2个开区间，即 ，

。一般当进行到第 n次时，一共去掉 2n-1个开区

间，剩下 2n个长度是 3-n的互相隔离的闭区间，而在第

n+1次时，再将这 2n个闭区间各 3等分，并去掉中间
的一个开区间，如此继续下去，就从[0，1]去掉了可数
个互不相交（而且没有公共端点）的开区间。因此，由

定理 2，剩下的必是一个闭集（它至少包含各邻接区
间的端点及其聚点），它称为康托尔集。

如下方法可以在 R中构造一个中心Cantor集：任
选一个闭区间 K0

，除去 1个中间的开区间，留下 2个
区间。令K1

是剩余 2个区间的并，对于K1
中的 2个区

间重复此过程（要求移除的 2个中间区间长度相等），
获得 1个紧集K2

，它是 22个相同长度的区间的并。由

归纳步骤得，对于每个 n∈N，构造 1个集合Kn
，使其

成为 2n相同长度的区间的并。中心Cantor集是所有这

些集合的交 。

1.2 正项级数

设 是收敛的正项级数，N是自然数的全体，且

0<an+1
≤ an

，令

，

称为 的子和集，r n
称为 的第 n 个

尾巴。
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由参考文献[3]有下面的引理。

引理    令 为一收敛的正项级数，且再令

0<an+1<an
， ；

，

则：1）如果 A2=N（相当于 A1= ），有

，

并且 是 1个区间当且仅当 A2=N；

2）如果 A1=N（相当于 A2= ），则 为一

中心Cantor集；

3）集合 可能是下述 3种情形之一：

闭区间的有限并；同胚于三分Cantor集；同胚于

，其中 ， 。

1.3 中心 Cantor集与正项级数的对应关系
现在展示一种中心Cantor集合与一些无穷级数之

间的对偶形式，也就是说，对于每个中心Cantor集，将
其对应于唯一的一个无穷正项级数，使得其子和集正

是原始的中心Cantor集。
令C是一个中心 Cantor集，记 a是 K0

的右端点，

r0
、a0

是从 K0
中被移去的中间区间的左、右端点，归

纳地记 rn
和 an

是由 Kn
的 2n个区间的第一个区间中被

移去的中间区间的左、右端点（an>rn
），有 =a

以及 。另外，级数 满足引理的 2）

（an>rn
且0<an+1<an

， N，由构造知），则知 是

一个中心Cantor集。事实上，恰为C。
注意到集合C的 Lebesgue测度（记为λ（C））是

可以简便求得的。事实上，

。

下述命题的证明直接可以获得。

命题 令C1
，C2
，…，Ck

是 k个中心Cantor集，
则 k个中心Cantor集的算术和

C1+C2+…+Ck={c1+c2+…+ck|ci Ci ，i=1，2，…，k}是

可以视作某一个满足 an
≥ an+1

的正项级数 的子

和集。由此，上述引理的结论可以应用到C1+C2+…+Ck
。

1.4 盒维数

设 F是 Rn上任意非空的有界子集，Nδ（F）是直
径最大为δ，可以覆盖 F的集的最少个数，则 F的下、
上计盒维数分别定义为：

；

。

如果这 2个值相等，则称这共同的值为 F的计盒
维数或盒维数[4 ]，记为：

            。

例 1 计算 的盒维数。

计算 如果 ，k是满足

的整数，则 U 最多能覆盖

中的一个点，因此覆盖 F最少需要直径为

δ的集 k 个，故

。

令δ→ 0，得 ，而另一方面 ，取

k满足 ，则（k+1）的长度为δ的区

间覆盖 ，留下F的（k-1）个总可以有另外（k-1）

个区间覆盖，则 ，b n= r n
。故有

，这个集几乎每一点都是相互分离的，没有

把它看成分形集，但它却有分形的盒维数。
注记：盒维数的定义中的Nδ(F)可以是下列 5个数

中的任何一个：

1）覆盖 F的半径为δ的最少闭球数；
2）覆盖 F的边长为δ的最少的立方体数；
3）与 F相交的δ - 网立方体的个数；

4）覆盖 F的直径最大为δ的集的最少个数；
5）球心在 F上，半径为δ的互相不相交的球的最

多个数。
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2 中心 Cantor 集的盒维数估计

定理 由收敛正项级数 给出的中心Cantor

集 C 的上、下盒维数分别满足：

1） ；    （1）

2） 。    （2）

其中：bn=min{rn
，an-rn}；rn

为 的第 n个尾巴。

证明 首先估计 。

显然，C可由 2n个长度为 rn
的闭区间覆盖，故当

时，有

。          （3）

下面考虑 的下界。

由于Kn
中每个区间的端点均包含在Cantor集C中，

因此所选取的区间至少要覆盖住这些端点，而当

时，容易看出每个长度为δ的闭

区间最多只能包含Kn
中的一个端点，因此，所需区间

个数 Nδ( C )至少为 K n
的端点个数 2 n + 1， N，故当

时，

，         （4）

对于 ，当 n→∞时，δ→ 0。
故对式（3）、（4）均分别取上极限和下极限，即可得到：

1） ；

2） 。

至此完成了定理的证明。该定理给出了对于任一中心

Cantor集的盒维数的估计。
下面的推论说明，对于很大一部分中心Cantor集，

这是一个很好的估计，我们甚至可以计算出其盒维数。

推论 当 2rn
≤ an

时，中心Cantor集C的盒维数

由下式得出： 。

证明 应用前面的定理，此时rn=bn
，式（1）、（2）

中均取等号，即可得到结论。

3 两个中心 Cantor集的算术和的盒

由预备知识知道，中心Cantor集与满足一定条件
的无穷正项级数的子和集有对应关系。

例2 以对应于级数 和 的Cantor集A1

和 A 2
为例，计算它们的盒维数及其算术和的盒维数。

对 ，

，

，

故由推论计算其盒维数：

。

对 ，

，

同理可得：

。

记 。由于Cantor集A1
和A2

中的点

分别对应级数 的子序列和，因此将通项an
，bn

的值合起来由大到小排列： ，……发现通项可

表示为 ，则集合A1
和A2

的算术和 。

因为 ，故由引理中的2）易知，

C仍然为一个中心Cantor集，用推论可以计算它的盒
维数：

，由推论得：

。

维数计算
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例 3 以对应于级数 和级数 的

Cantor集 A1
和 A2

为例，计算它们的盒维数及其算术和

的盒维数。

，

，

故由推论计算其盒维数：

。

，

，

同理可得：

。

记 。由于Cantor集A1
和A2

中的点

分别对应级数 的子序列和，因此将通项 an
，

b n
的值合起来由大到小排列： ，……发现通

项可表示为 ，则集合 A1
，A2

的算术和

。因为 ，故由引

理中的 2）易知，C仍然为一个中心Cantor集，同例 2
的方法，可以计算它的盒维数：

，由推论得：

。

4 结论

利用中心Cantor集与满足一定条件的无穷正项级
数的子和集有对应关系，可以利用级数来计算多种盒

维数及其算术和的盒维数。
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