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一类平面 2n+1次微分系统的定性分析
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摘 要：对一类平面 2n+1次微分系统进行定性分析，得到了其有限处奇点和无穷远奇点的性态，证明了
系统闭轨的不存在性，并画出了二种参数条件下系统在 Poincaré圆盘上的全局结构相图。
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Qualitative Analysis for Planar Differential System
 with 2n+1 Degree
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Abstract: The nature state of the finite singular points and infinite singular points are obtained in view of qualitative analysis of planar
differential system with 2n+1 degree. It proves the nonexistence of  the limit cycle and draws a overall picture about global structure on the
Poincar-disc.
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0 引言

对于一个给定的平面自治系统，要了解轨线的全

局结构，必须清楚了解此系统有限远和无限远奇点的

性态、闭轨线、极限环及奇异闭轨的有无，极限环的

个数及它们的相对位置，鞍点（或高阶奇点）的分界

线的去向和分界线的相对位置。而要弄清上述特征并

非易事，不仅研究工作困难较大，而且工作量繁多。就

平面二次系统而言，对其中的完全Ⅰ类方程，文献[1]
的第 12节证明了在参数不同的取值情况下，恰好有 47
种不同的全局结构相图，并且可以画出来，得到这种

确定、完整的结果是花费了巨大的劳动的。至于二次

系统中的Ⅱ类、Ⅲ类方程，情况更加复杂，还远没有

如此完整的结果，文献[1]中说已经得到超过1 000种的
拓扑结构相图，并估计这个数字有望超过 2 000，可见
其研究工作的复杂性。至于平面高次系统其研究工作

将更为复杂，已有的研究成果极少。

对于一个给定的平面自治系统，画出它在Poincaré
圆盘上全部轨线的总图，称为该系统的全局结构相

图，完成这个总图的步骤通常分为：

1）求出系统有限处奇点及判定其类型；2）求出
特殊积分直线；3）判断有无闭轨及其位置；4）求出
无穷远奇点及它们邻域中轨线分布；5）判定特殊的分
界线的走向。

把以上所得的信息标画在 Poincaré圆盘上，再按
向量场的连续性连接相关轨线，基本上就可画出我们

所要的全局结构相图了。

文献[2-5]中，均采用了如下平面三次微分系统作
为讨论无穷远点或全局结构的例子：
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本文在此基础上讨论如下更具一般性的平面 2n+1
次系统：

其中 a，b为同号常数(考虑到方程本身结构，a，b异
号时完全可类似地加以讨论，故本文从略)，λ为常数
且λ≠ 0 。借助定性分析的方法，得到了系统有限处
奇点和无穷远奇点的性态及极限环的不存在性，并画

出了在两种参数条件下该系统在 Poincaré圆盘上的全
局结构相图。

注意到当 a，b < 0时，可通过时间变换τ =-t化为
a，b > 0的情形，只是轨线倒向而已。因而本文仅讨
论 a，b > 0的情形。

1 主要结果及证明

为了考察系统（1）的奇点，分 a，b > 0，λ> 0和

a，b > 0，λ< 0两种情形考虑方程组 的解。

定理 1 i）当a，b > 0，λ> 0时，系统（1）共有

5个有限处奇点，分别是粗鞍点O（0，0），稳定的焦点

、 、 、

 ；

ii）当 a，b > 0，λ< 0时，系统（1）共有 5个有
限处奇点，分别是粗鞍点O（0，0），不稳定的结点

、 ， 稳定的结点 、

。

证明 i）当a，b > 0，λ> 0时，对应系统（１）的
线性近似系统系数矩阵的行列式为：

                    ，

因而Ｏ为系统的鞍点，又因

，所以O（0，

0）为粗鞍点。
再将原点分别平移至Ai

（i=1,2,3,4），得其对应线性
近似系统 Ja cob i 矩阵为（注意到在 4 个奇点处均有

ax2n=by2n=λ）：

有q = 40n2λ2 > 0，p = 2nλ> 0，p2-4q = -156n2λ2 < 0。因
而 Ai

（i=1,2,3,4）均为系统（１）稳定的焦点。

ii）当 a，b > 0，λ< 0时，O（0，0）为粗鞍点，
证明同 i）。
将原点平移至Bi

（i=1,2,3,4），得其对应线性近似系
统 Jacobi矩阵为：

      。

在 、 处（此时 ax2n=-λ，y=0）

有：

  

因而 B1,B2
为不稳定的结点。

        在 、 处（此时

）有：

       

因而 B3,B4
为稳定的结点。

定理 2 当 a，b > 0，λ> 0时系统（1）不存在极
限环和奇异闭轨。

证明 因为 x = 0(y轴)和 y = 0(x轴)都是系统的解，
由解的存在唯一性，知系统（1）不存在任何与坐标轴
相交的闭轨。又因为系统（1）对称于 x轴、y轴，此
种情形下只需讨论第一象限是否存在闭轨就行。用

Dulac判据，考虑取

，

          ，

，

  。

                  ，

    ，

    。

  (1)
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则有：

从而可作如下约定：

由此可解得 。

不妨取 ，即取Dulac函数为

，则有：

。

上式的值在第一象限内恒小于零，知系统在第一象限

内无闭轨，由对称性知其在全平面上无闭轨，故系统

在全平面上不存在极限环。

同时，由以上讨论及此种参数条件下系统奇点位

置和性态即知系统也不存在任何奇异闭轨。

定理 3 当 a，b > 0，λ< 0时系统（1）不存在极
限环但存在奇异闭轨。

证明 极限环的不存在性类似定理2的证明，故此
处证明从略。此种参数条件下，系统有奇点O（0，0），

且为鞍点；还有x轴上的奇点 、 ，

且为不稳定的结点；有 y轴上的奇点  、

 ，且为稳定的结点。分析各奇点邻域内

轨线走向及全平面轨线趋势，不难看出，存在由奇点

和轨线所构成的奇异闭轨。

定理 4 当a，b > 0时，系统（1）于Poincaré圆盘
上有 2对无穷远奇点，它们均为鞍点，且其几何位置
和性态与参数λ无关。

证明 对系统（1）作Poincaré变换，  ；即

。

将系统（1）化为：

         (2)

令 ，则将系统（2）进一步化为：

解 得系统（3）在u轴上

(z=0)有唯一奇点C（0,0）, 易知C（0,0）为鞍点，且其
几何位置与性态同参数λ无关。

再对系统(1)作第二个Poincaré变换， ；

即 。

将系统（1）化为：

 再令 ，则将式（4）进一步化为：

解 知系统（4）在 z=0上有

奇点D（0,0）, 易知D（0,0）为鞍点，且其几何位置与
性态同参数λ无关。

2 全局结构相图

由于 z=0是系统（3）的解，故赤道由奇点和轨线
组成。而坐标轴 x=0, y=0是系统（1）的解，所以两个
无穷远鞍点的分界线明显落在这些解上。同时注意到

，因而C′， D′的对称点C″，D″邻域内轨线

不倒向。

综合以上信息就能画出系统（1）在参数条件
a，b > 0，λ> 0和 a，b > 0，λ< 0下，于Poincaré圆盘
上的全局结构相图（具体见图 1，图 2）。
按照完全类似的讨论方法我们分析得到了与系统

（1）并不拓扑等价的系统：

                      

于同样参数条件下的全局相图（具体见图 3，图 4）。

         (3)

，

，

         (4)

         (5)

 （6）

。
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图 2 系统(1)当 a，b > 0，λ< 0 时全局相图

Fig. 2 Global phase portrait of system(1)

when a,b > 0，λ< 0

图 3 系统(6)当 a，b > 0，λ> 0 时全局相图

Fig. 3  Global phase portrait of system(6)

when a,b > 0，λ> 0

图 4  系统(6)当 a，b > 0，λ< 0时全局相图

Fig. 4 Global phase portrait of system(6)

when a,b > 0，λ< 0

图 1  系统(1)当 a，b > 0，λ> 0时全局相图

Fig. 1  Global phase portrait of system(1)
when a,b > 0，λ> 0


