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摘 要：利用加权 Sobolev空间中的非奇异坐标变换和仿射变换，建立了从有界集到有界集的可逆坐标变
换，同时，讨论了有限单元的仿射变换和存在扰动的等参变换的性质。

关键词：非奇异坐标变换；加权 Sobolev空间；仿射变换
中图分类号：O175.2                         文献标识码：A                          文章编号：1008-2611(2007)01-0034-03

Nonsingularity Coordinate Transform of Weighted Sobolev Spaces

Zhang Hongwei1，2，Lu Zuliang1，Cai Haitao2

（1.Institute of Math & Computing Science，Changsha University of Science and Technology，Changsha 410077，China；

2.Institute of Mathematical Sciences & Computing Technology，Central South University，Changsha 410075，China）

Abstract: Reversible coordinate transformation is established from bound set to bound set by making use of nonsingu-larity coordinate
transformation and affine transformation in weighted Sobolev spaces and at the same time， the characteristic is aslo discussed with affine
transformation and perturbative oparametric of finite element.
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1 基本概念

坐标变换是图形学中很基本的操作，无论绘制二

维图形还是多维图形都经常会遇到。同时，坐标变换

也是空间变换的一种主要手段，特别是在工业生产中

经常利用一些重要的变换去解决一些实际工作中存在

的问题（如非线性变换、非奇异坐标变换、仿射变换

和 Fourier变换等）。
非奇异坐标变换和仿射变换[1-3]作为数学理论研究

中的 2种重要的转换手段，在数值分析、偏微分理论、
有限元的研究中都具有重要的作用。加权 Sobolev空
间[4，5]是在一般的 Sobolev空间的基础上提出来的，是
为了适应工业需要，而演变成的一种有用的工具。本

文中，我们将加权 Sobolev空间与非奇异坐标变换和
仿射变换联系起来，考虑在加权 Sobolev空间的非奇
异坐标变换的性质，并将其应用于有限单元的仿射变

换中，得到了一些很好的性质。

定义１ 映射：f : Rn → Rn称为非奇异坐标变换，

若存在n阶方阵A（可逆矩阵），满足 f（x）=Ax， 。

定义 2 映射：f : Rn → Rn称为仿射变换（由非奇

异线性变换和平移组成），若存在 n阶方阵A（可逆矩
阵）及 n维向量 b，满足 f（x）=Ax+b， 。

定义 3 设 ，w : R n → R + 是一个局部

Lebesgue可积函数，这样就有一个Radan测度μ满足：

。用 L
p
（Ω , μ）表示μ测

度意义下的 L
p
-空间，然后，引进加权 Sobolev空间，

Hm,p（Ω , μ），Wm,p（Ω , μ）的定义：

关于范数

 的完备化；

其中 为广义函数意义下的偏导数，且

 。

当 n=2时， 且
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，   [4，5]。

定义 4   在任意 n维的欧氏空间中，设新坐标为

，旧坐标为 ，仿射

变换 把 x 空间中的任意单纯形变换
到 空间的单纯形，其中 Te

为 n× n阶方阵，be
为列

阵，称仿射变换为有限元间的仿射变换[2 ]。

定义 5 通过等参变换 ，把任意曲

边元素变换成标准元素，这种等参变换称为有限单元

的仿射变换部分 和扰动部分 E(x)[3]。

定义 6 Rn的子集G到H可逆变换Ф称为m-光滑

的，若Ф =（Ф 1
，Ф

2
，…，Ф

n
）和Ф的逆Ψ =（ψ 1

，

ψ
2
，…，ψ

n
）的各分量满足：Ф

1,Ф 2,…,Ф n
∈Cm(G)

和
[4]
。

本文中用 C 表示一个与变量无关的通用正常数。

2 主要结果和证明

定理 1 设映射Ψ:Wm,p(G, μ)→Wm,p(H, μ)是一个
非奇异坐标变换，则Ψ 把加权Wm,p(G, μ)空间中的有
界集变换到加权Wm,p(H, μ)空间上的有界集。
证 根据非奇异坐标变换的定义，假设D为加权

Wm,p(G, μ)空间中的有界集，则存在可逆矩阵A，使得
Ψ(x)=Ax, 。为论述方便，定义

min
和

max
分别为

最小和最大特征值。

因为D在加权Wm,p(G, μ)空间中的有界，所以有

。不失一般性，假设矩阵 A 的特征值为
{ 1
，

2
，…，

n  }，又因矩阵A可逆，于是可知存在 c0>
0和C0< M，使得：c0<  min

≤
max<C0

。进而可对Ax在
加权Wm,p(H, μ)空间上的范数进行估计。

                                       
，  

                                            （1）

故可知 Ax在加权W m,p ( H, μ) 空间上有界，所以得
到Ψ把加权Wm,p (G,  μ)空间中的有界集变换到加权
Wm,p (H, μ)空间上的有界集。

定理2 设映射  ，且n×n
矩阵 A 是正定矩阵或正交矩阵，则Ψ把加权 W m , p

(G, μ)空间中的有界集变换到加权Wm,p (H,μ)空间上
的有界集。

证 当 A 是正定矩阵时，根据定义可知，
，x A x′> 0。于是得到存在可逆矩阵

，使得A = BTB。于是，令可逆矩阵B的特征
值为 { 1

，
2 
，…，

n  }，则存在 c0 > 0和C0 < M，使得：
c0 < Bmin

≤
Bmax < C0

，进而得到

   。                                            （2）
结合式（2），类似式（1）的方法，可以证明：

Ψ把加权 Wm ,p   (Ｇ,  μ)空间中的有界集变换到加权
Wm,p (H, μ)空间上的有界集。
当A是正交矩阵时，由定义可知，A·AT = In

，其

中 In
代表 n阶方阵。故A是可逆矩阵，且A-1 = AT。于

是，直接利用定理 1的结论得到，Ψ把加权W m,p  (Ｇ,
μ)空间中的有界集变换到加权Wm ,p  (H,μ)空间上的
有界集。

综上所述，得到定理 2 成立。
如果 u是G上的可测函数，Ψ是m-光滑的，则可

以用 ku（y）=u（Ψ -1（y））来定义一个H上的可测函
数。下面证明 k 将有界集映射到有界集。
定理 3 设Ψ是 m- 光滑（m ≥ 1），则 k 把加权

Wm,p  (G,μ)空间中的有界集变换到加权Wm,p  (H,μ)空
间上的有界集。

证 ，由于 ，Wm,p  (G,μ)=

Hm,p  (W,μ)[5]，于是存在一个序列{un}，其中 ，

使得{un}在Wm,p  (G,μ)空间的范数下收敛到 u。
利用弱导数定义有 。于

是得到关于 u n
的一般性的弱导数形式：

 ，                   （3）

其中Δα,β
是由Ψ -1的各分量构成的多项式，且Ψ -1的

分量的次数不超过│β│。

取 ，对式（3）在H上进行积分，利用
分部积分得到

 ，              （4）

然后，利用 y=Ψ(x)对区域进行变换得到

。

                                                                                                （5）

因为│β│≤m时，在L
p
(G,μ)中有Dβun

→Dβu,n→
∞,于是，对式（5）取极限，然后返回式（4）中，有

  

                 。         （6）

因此， 在弱意义下式（3）也成立。
利用式（3）的极限形式得到
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于是，利用式 ( 7 ) 和范数的等价性得到
，故上述结论成立。

定理4 设Ψ : Wm,p  (G,μ)→Wm,p  (H,μ)是一个仿
射变换，则Ψ把加权Wm,p  (G,μ)空间中的有界集变换
到加权Wm,p  (H,μ)空间上的有界集。
证 因为Ψ : Wm,p  (G,μ)→Wm,p  (H,μ)是一个仿射变

换，根据仿射变换的定义，存在 n 阶方阵 A（可逆矩
阵）及 n维向量 b，满足 。

由于A为可逆矩阵，由定理1的式（1）可知Ax在加
权Wm,p  (H,μ)空间上有界。另一方面，由Ψ(x)的构造可知

由 Lp ( H, μ)空间的定义，存在M > 0，使得

。于是，结合式（8）和式（1）得

所以，定理 4的结论成立。
有限元子空间 S h

完全可由元素族Ω
e
中的节点集

Σ
e
和Ω

e
上的形状函数 所确定。这三要素不妨

记作(Ωe ,Σe ,Ψ
e)，其中 。

对于仿射变换 ，如果成立

                 （9）
则称有限元 和有限元 仿射等价。而

一族有限元称为仿射族，若它所有的有限元都仿射等

价于一个单一的有限元，则称其为它的参考有限元。

推论 1 设Ψ是一个有限单元中的仿射变换，则
Ψ把加权 W m , p (Ω ,μ)空间中的有界集变换到加权

 空间上的有界集。
证 在仿射变换 中，因为

Te
是 n× n阶可逆的方阵，be

为列阵，此时 be
为一个

常量矩阵，故由定理 4可知，Ψ把加权Wm,p(Ω,μ)空
间中的有界集变换到加权 空间上的有界集。
于是，上述结论成立。
一些多个节点的等参变换可以表示为两部分，其

一是仿射变换部分，其二是扰动部分，即

  ，
其中扰动部分线性地依赖于各边中点的偏差（以 6节

点的三角剖分而言）：

 ，  ，

其中 表示直边三角形各边的中点。

定理 5 设Ψ是有限单元中的等参变换

，则Ψ把加权Wm,p(Ω,μ)空间中

的有界集变换到加权 空间上的有界集。

证 因为Ψ(x )是由仿射变换和扰动两部分构成，
利用三角不等式有

  。              （10）

由定理 4的推论和式（10），可将证明转化为

  。

下面以 6 节点三角剖分为例给出证明。
选取 6节点三角剖分时，则有Ψ(x)的扰动部分为

  ，

其中 表示直边三角形各边的中点。

结合式（9）有 ，这里取 ，

对 E(x)进行估计：

于是证明了 6 节点三角剖分的情况，其它更多节
点情况的证明和此类似。所以，定理 5 成立。
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