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极大 Smith 符号图的 Smith 群和临界群

王倩南，陈 语

（湖南师范大学 数学系，湖南 长沙 410081）

摘　要：针对 Smith 符号图子图 T2n 临界群和 Smith 群的代数结构不易求解的问题，通过矩阵初等变换

得到了符号图 T2n 的 Smith 群和临界群，然后使用初等因子的方法，得到了 Smith 群和临界群的代数结构。
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Smith Group and Critical Group of Maximal Smith Signed Graphs

WANG Qiannan，CHEN Yu
（Department of Mathematics，Hunan Normal University，Changsha 410081，China）

Abstract：In view of the difficulty in finding the algebraic structure of the subgraph T2n of Smith signed graph 
and Smith group, a proposal has thus been made that the Smith group and critical group of Smith signed graph T2n be 
obtained first by matrix elementary transformation, followed by the obtaining of the algebraic structure of Smith group 
and Smith group by using the method of elementary factors.
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1 研究背景

随着临界群在物理、经济等不同领域的广泛应

用，近些年来，越来越多的学者开始对连通图的临界

群和 Smith 群进行研究，并发现临界群和 Smith 群是

连通图的精细不变量。目前，对于连通图的临界群

和 Smith 群已有较多研究成果，比如莫比乌斯阶梯图

Mn
[1]、Peisert 图 [2]、迭代锥 [3]、Kneser 图 [4]、门槛图 [5]、

Dihedral 图 [6]、圈的平方 [7]、P4×Cn
[8] 和 K3×Cn

[9] 等

多种类型图的临界群。除此之外，对于临界群上的代

数性质也有相关研究，比如临界群的秩 [10]。

一个图G的点集和边集分别由V(G)和E(G)表示，

一个符号图 Г=(G, σ) 由一个无符号图 G=(V, E) 和一

个符号函数 σ:E(G) → {+1, -1} 组成，如果 σ(e)=+1，
那么边 e 是正的，如果 σ(e)=-1，那么边 e 是负的。

设连通符号图 Г有 n 个顶点，那么图 Г的邻接
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矩阵是 n×n 阶的对称矩阵 A(Г)，其中 aii=0，i ∈ {1, 
2, …, n}；aij=+1，i, j ∈ {1, 2, …, n}，当且仅当顶点

vi 和顶点 vj 之间连正边；aij=-1，i, j ∈ {1, 2, …, n}，
当且仅当顶点 vi 和顶点 vj 之间连负边。连通符号图

Г 的 Laplacian 矩阵定义如下：L(Г)=D(Г)-A(Г)，其

中D(Г)=diag(d1, d2, …, dn)是连通符号图Г的度矩阵。

将连通符号图 Г的邻接矩阵 A(Г) 看作 Zn → Zn

的 群 同 态， 余 核 coker A(Г)=Zn/(A(Г)Zn) 称 为 Г 的

Smith 群。类似地，将连通符号图 Г的 Laplacian 矩

阵 L(T) 看 作 Zn → Zn 的 群 同 态， 它 的 余 核 coker 
L(Г)=Zn/(L(Г)Zn) 是 Г的临界群。

根据连通符号图的 Smith 群和临界群的定义可

知，对其邻接矩阵和 Laplacian 矩阵分别作行列整变

换，可以得到其 Smith 群和临界群的代数结构。除此

之外，课题组还可以通过找 Smith 群和临界群的生成

元及其阶数的方法来得到其代数结构。

特征值在 [-2, 2] 的符号图叫做 Smith 符号图 [11]，

由 T2n、S14 和 S16 的子图构成。在本文中课题组完全

确定了极大 Smith 符号图 T2n 的临界群和 Smith 群的

代数结构。其中符号图 T2n、S14 和 S16 分别与图 1a，
1b 和 1c 所示的符号图转换等价图，图 1b 和图 1c 中

的实线和虚线分别表示两个顶点之间连正边和负边。

 

 
  

S14 和 S16 是有限连通符号图，它们的 Smith 群

和临界群较易得到。S14 的 Smith 群和临界群分别是 

和 ；S16 的

Smith 群和临界群为 和 。

2 T2n 的 Smith 群和临界群

由 图 1 可 以 写 出 T2n 的 邻 接 矩 阵

，其中 A(Cn) 是圈 Cn 的邻接矩阵，

。

因为 A(T2n)
2=4I，所以 T2n 的 Smith 群的初等因子

是 4 的素因数的幂，故可设 又因

为 ，所以有

                

其中 rank2(A(T2n)) 是 A(T2n) 在二元域中的秩。

定理 1   

证明 1）当 n ≡ 1 mod 2 时，

①当 n ≡ 1 mod 4 时，令

 ，

a）T2n

b）S14

c）S16

图 1 符号图的转换等价图

Fig. 1 Transformation equivalence graph of signed graph
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，

则 ；

②当 n ≡ 3 mod 4 时，令

，

，

则 。

2）当 n ≡ 0 mod 2 时，

①当 n ≡ 2 mod 4 时，令

，

，

则 ；

②当 n ≡ 0 mod 4 时，令
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，

则 。

综上所述有

         

定理 2    

证明 令 ，

则 ，

即

 

定理 3 T2n 的 Smith 群的代数结构为

   

证明 1）n ≡ 1 mod 2 时，rank2(A(T2n))=n-1，

则

即  

2）n ≡ 0 mod 2 时，rank2(A(T2n))=n-2，

则

即   

综上所述，T2n 的 Smith 群的代数结构为

           

T2n 的 Laplacian 矩阵为

          。

定理 4 T2k 的临界群的代数结构为

 

证明 因为 A(T2n)
2=4I，所以 A(T2n) 的特征值

只可能为 ±2，且 A(T2n) 的迹为 0，所以特征值 +2
和 -2 的重数均为 n。又因为 L(T2n)=4I-A(T2n)，所

以 L(T2n) 的特征值为 2 和 6，其重数均为 n，所以有

det L(T2n)= 2n×6n=12n=4n×3n。 由 A(T2n)
2=4I 可 以 得

知 (L(T2n)-8I)L(T2n)=12I。从而 T2n 的临界群的初等因

子为 2, 22, 3，且可设 ，其中

                

由定理 2 可知

                

当 n ≡ 1 mod 2 时，可得

                          

从而有

     

当 n ≡ 0 mod 2 时，可得

从而有

  

3 结语

本文从临界群和 Smith 群的角度，运用初等变换

分别得到了 T2n 的 Smith 群和临界群。如果将 T2n 推

广到一般符号图，则暂时无法用矩阵的初等变换解

决。因此，得到任意一个符号图的临界群和 Smith 群

结构是一个十分吸引人和值得深入研究的课题。
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（上接第 9 页）分别如式（2）（4）（8）（11）所

示，其中式（8）中的上界最精确，而式（11）中的

上界计算较简便。
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