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摘　要：针对工程结构有限元分析产生的应力奇异现象进行了研究，并提出

了应力奇异抑制方法。将应力奇异分为结构几何突变应力奇异、约束刚度突

变应力奇异、材料性能突变应力奇异问题。利用 ANSYS Workbench 仿真平台，

分别建立了 3 种典型应力奇异模型，并进行了数值模拟分析。研究结果表明：

有限元分析过程中存在应力奇异现象的本质是约束刚度突变问题所造成，通

过修正模型及约束等效措施能够抑制应力奇异现象。
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1 研究背景

随着我国重型装备制造业的发展，重型装备在储

运过程中的安全性逐渐得到重视。重型装备储运装置

结构复杂，承载条件严酷，故准确获取储运装置的状

态参数是结构设计及优化的重要依据。有限元技术能

够获得结构全场域信息，已成为复杂工程结构优化设

计的重要手段。使用有限元技术对复杂工程结构进

行仿真分析时，常会出现应力集中与应力奇异问题。

应力集中一般可以通过网格细化得到收敛解，应力奇

异则会导致计算结果偏离真实解，影响重型装备结构

性能评估的准确度 [1]。因此，正确理解和处理有限元

分析过程中的应力集中及应力奇异问题，对于复杂工

程结构的安全评估和优化具有重要意义。

国内外学者围绕工程结构中的应力集中现象和

应力奇异问题进行了相关研究。A. Khechai 等 [2] 研究

了在单轴载荷作用下复合材料板和各向同性单孔板

的应力集中系数。A. F. Arezoodar 等 [3] 讨论了不同材

料特性及界面连接角对异种材料界面应力集中的影

响。结果表明，与直接头相比，凸接口接头在连接

角处的应力减小。A. Y. Fedorov 等 [4] 提出使用弹性

材料填充缺口腔来修复弹性体中的 V 形缺口的变体，

数值模型表明，填充后应力奇异性和由此引起的应力

集中可以消除。L. van Lich 等 [5] 采用不同的屈服条

件对复合材料接触面的应力场进行了数值分析，研究

了弹性和塑性应力奇异指数与接触面角度的变化规

律。张进等 [6] 对 45 号钢孔板的动态应力集中问题进

行了系统的有限元分析，得出塑性应力集中系数与载

荷大小及加载速度有关。温广军等 [7] 分析了圆角尺

寸对有限元计算结果准确性的影响，并与工程实际

对比，验证了有限元计算结果的准确性。刘三勇等 [8]

探究了有限元分析中存在的应力奇异与应力集中的
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区别。解胜 [9] 利用有限元分析了平面双材料圆环结

构产生的界面端应力奇异现象，并基于多重应力奇

异性数值分析方法，结合有限元分析，提出了平面

双材料圆环界面应力奇异性特征值的计算方法。唐

建平 [10] 针对不同材料探究了几何形状、材料参数和

载荷对应力奇异及界面应力的影响，并提出一种通

过改变界面交界处几何形状的方法优化界面大应力

区域的应力。

目前工程结构有限元分析中对应力集中问题的

研究比较充分，而对应力奇异问题的研究不够系统。

本文对工程结构中存在的因结构几何突变、约束刚度

突变及材料性能突变所造成的应力奇异问题进行了

研究，通过建立典型有限元模型，揭示引起应力奇异

的原因，并提出了应力奇异抑制方法，以期为工程技

术人员正确理解和解决应力奇异问题提供参考。

2 应力奇异的特征

2.1 应力奇异和应力集中的区别

工程结构在孔洞、凹槽、凸起或缺口等截面处呈

现几何形状突变，会引起局部应力的显著升高。这种

局部应力峰值远超理论公式计算所得数值的现象称

为应力集中，应力集中反映了实际结构中几何特性对

力学行为的显著影响 [11]。而应力奇异是指有限元分

析中由于几何结构或载荷所引起的弹性理论计算应

力值无限大的现象 [12]。某重型装备用 Q235 钢制储运

装置的几何模型及应力云图如图 1 所示。图 1b 的有

限元计算云图表明：在焊接部位存在应力奇异，该部

位的应力值超过了材料许用应力。应力奇异问题出现

的主要原因是模型过度简化、实际载荷施加方式及边

界条件设置等问题。有限元分析是基于弹性理论的数

学模型，仿真求解会导致求解应力函数时出现奇异

解，在尖角处或受力面积极小处的应力出现不收敛现

象。实际的工程结构中任何构件的强度都是有限的，

不可能存在无限大的应力值，工程结构中同样不会

出现绝对的直角边。如零件在切削加工时，刀具的

切削刃上均会存在圆弧，所以没有绝对的直角边 [13]。

应力奇异问题往往会导致有限元计算过程中解的收

敛速度变慢甚至计算错误。

应力奇异问题出现的最主要特征为：模型在有限

元求解过程中，随着网格尺寸的不断变小，求解得到

的应力无限变大。这是由于模型的过度简化，在直角

过渡位置或当载荷集中施加在某一点时，受力面趋近

于一条直线。由应力计算公式 可知，当外载力

F 一定而受力面积 A 无限趋近于零时，所得到的应力

将趋于无穷大。应力奇异就是应力发散，不收敛于

一个确定的值。而应力集中是应力收敛，收敛于一

个确定的值。应力集中出现位置不一定是应力奇异，

但应力奇异问题出现位置一定存在应力集中。

2.2 应力奇异现象种类

应力奇异问题主要是由于边界条件设置、集中载

荷施加、模型光顺程度以及材料的光顺性等因素所导

致 [14]。应力奇异问题主要有结构几何突变应力奇异、

约束刚度突变应力奇异、材料性能突变应力奇异。

结构几何突变应力奇异是指在结构设计时，某一

区域的几何形状发生突变，结构的连续性和协调性被

破坏，导致该区域的应力分布出现非连续性和显著增

大的现象。这种应力奇异通常发生在如裂缝、尖端、

几何连接处或其他几何形状突变部位，如图 2a 模型

中的直角部位。

约束刚度突变应力奇异是指对结构施加边界条

件（如固定端、支撑点）时，可能导致刚度矩阵局

a）几何模型

b）应力云图

图 1 某储运装置及其应力奇异现象

Fig. 1 Storage and transportation device 
and its stress singularity phenomenon
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部非对称或者含有零或接近零的元素，使局部应力、

位移场表现出极端行为，包括约束部位、载荷施加方

式等等，如图 3 所示。在进行有限元计算时，因为载

荷施加方式导致的局部应力极端、位移场表现极端行

为的应力奇异问题往往被仿真分析人员忽略。

材料性能突变应力奇异是指两种或多种材料以

边界形式结合时，由于其物理性能上的差异导致的

应力分布异常现象。这种差异来自材料的弹性模量、

热膨胀系数、泊松比、剪切强度或应变率等特性，如

图 4 所示。

    

   

3 结构几何突变应力奇异

3.1 模型建立

结构几何突变应力奇异通常发生在裂缝、尖端、

几何连接处或其他几何形状突变的部位。建立一个

直角 L 型支架探究结构几何突变应力奇异问题，如

图 5 所示。定义 L 型支架材料为结构钢，弹性模量

E=2×105 MPa，泊松比 µ=0.3。对受力面施加方向向

下 10 000 N 的载荷，对支撑面施加固定约束。划分 5
种网格密度，分别为 20, 15, 10, 5, 1 mm。

3.2 求解结果分析

经静力学求解后，图 6 为 5 种网格尺寸下的应力

云图，表 1 为 5 种网格尺寸下的最大应力及整体变形

结果。由图 6a 和表 1 可知：随着网格的加密，直角

模型计算的应力逐渐增大，最大变形的变化率保持在

5% 范围内，最大变形具有收敛性。最大应力出现的

位置随着网格划分的加密不断靠近结构中的直角过

渡位置（锐利的拐角位置），最大应力未完全覆盖两

层网格，且增幅超过 5% 范围，应力出现了发散现象。

实际结构不会出现这种变形收敛而应力发散的现象，

说明这种现象是应力奇异所导致。

3.3 优化几何模型抑制应力奇异

对于直角 L 型支架，应力奇异问题产生的主要

原因是由直角结构导致。将直角 L 型支架应力奇异

处模型进行优化，添加 20 mm 圆角过渡，改为圆角

L 型支架，如图 2b 所示。对圆角 L 型支架施加与直

角 L 型支架同样的载荷及约束，按照同样的 5 种网

格密度进行分析，结果如图 6b 及表 1 所示。由图 6
和表 1 可知：随着网格的加密，圆角模型最大应力收

敛于 29 MPa 左右，最大变形收敛于 0.16 mm 左右。

当网格尺寸为 20 mm 和 15 mm 时，由于网格尺寸较

大，最大应力并未均匀覆盖两层网格；随着网格不断

加密，最大应力能够均匀地覆盖两层网格；当网格划

分尺寸为 1 mm 时，最大应力转移至固定约束部位，

                a）直角支架                           b）圆角支架

图 2 结构几何突变应力奇异模型

Fig. 2 Stress singularity of structural geometry mutation

            a）位移载荷模型                   b）等效力载荷模型

图 3 约束刚度突变应力奇异模型

Fig. 3 Stress singularity of constraint stiffness mutation

图 4 材料性能突变应力奇异模型

Fig. 4 Stress singularity caused by material properties

图 5 直角 L 型支架结构几何模型

Fig. 5 Geometric structure model of right angle 
L-shaped bracket
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圆角处应力收敛于 29.7 MPa。固定约束导致的应力

奇异问题是由于在单元节点处形状方程不连续，使其

一阶微分存在奇异， 进而导致不同单元内的应力 / 应

变解不相同，在网格越密时越不容易收敛。

a）20 mm 网格

b）15 mm 网格

c）10 mm 网格

d）5 mm 网格
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4 约束刚度突变应力奇异

4.1 模型建立

在进行有限元计算时，因约束或载荷施加方式导

致结构局部应力场出现极端行为的应力奇异问题往

往被忽视。建立一个外径为 40 mm，壁厚为 2 mm 的

圆柱型管状薄壁结构模型，并在结构一端添加印记

面，如图 3 所示。定义圆柱型管状薄壁结构材料为结

构钢，其弹性模量 E=2×105 MPa，泊松比 µ=0.3。在

印记面处施加向下 0.05 mm 的位移载荷，对左端面

施加固定约束。划分 5 种网格密度，分别为 5, 4, 3, 2, 
1 mm。

4.2 结果分析

通过静力学求解后，得到 5 种网格尺寸下的模

型应力云图和最大应力及整体变形结果，分别如图 7
和表 2 所示。由图 7 和表 2 可知：随着网格的加密，

加载部位应力逐渐增大，最大形变的变化率在 5% 范

围内；随着网格加密，最大应力位置不断靠近印记

面边界位置，且最大应力区域未完全覆盖两层网格，

增幅超过 5%，不具有收敛性，存在应力奇异问题。

e）1 mm 网格

图 6 直角 L 型支架（左）与圆角 L 型支架（右）应力云图

Fig. 6 Stress nephogram of right angle L-shaped bracket (left) and rounded L-shaped bracket (right)

直角 L 型支架 圆角 L 型支架

网格尺寸 /
mm

最大应力 /
MPa

最大应力

变化率 /%
变形量 /

mm
变形量

变化率 /%
网格尺寸 /

mm
最大应力 /

MPa
最大应力

变化率 /%
变形量 /

mm
变形量

变化率 /%
20 22.0 0.165 20 29.1 0.161

15 25.1  14.2 0.166 0.23 15 29.5 1.37 0.161 0.06

10 29.4  17.2 0.166 0.16 10 29.4 0.34 0.161 0.02

05 40.0  35.8 0.166 0.18 05 29.5 0.34 0.161 0.03

01 81.6 104.0 0.167 0.13 01 29.7 0.68 0.161 0.02

表 1 L 型支架最大应力和最大变形结果

Table 1 Maximum stress and maximum deformation for L-shaped bracket

a）5 mm 网格

工程结构有限元分析的应力奇异问题及抑制方法

黄镇城，等01
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e）1 mm 网格

图 7 位移载荷（左）与力载荷（右）下圆柱型管状薄壁结构应力云图

Fig. 7 Stress nephogram of cylindrical tubular thin-walled structure under 
displacement load (left) and force load (right)

b）4 mm 网格

c）3 mm 网格

d）2 mm 网格



- 37 -

4.3 等效载荷抑制应力奇异

图 7 所示模型出现的应力奇异是由载荷的施加方

式所导致。在印记面上施加统一的位移载荷，相当于

给该印记面施加了较大的刚度约束，该印记面覆盖层

材料与周围材料之间存在较大的刚度突变。因此考

虑采用等效载荷法，首先提取模型印记面处支反力，

大小为 400.34 N，将该力载荷替换位移载荷施加在印

记面上并求解。

等效力载荷的计算结果如图 7 和表 2 所示。图 7
和表 2 数据表明：当网格加密到 2 mm 和 1 mm 时，

最大应力的波动在 5% 范围内，最大应力能够均匀地

覆盖两层网格以上，最大应力收敛于 56.4 MPa；最

大变形收敛于 0.107 mm。可见，载荷等效法能够有

效抑制应力奇异问题。

5 材料性能突变应力奇异

5.1 分析模型建立

材料复合能够利用多种材料的性能优点，复合

材料结构在复合界面两侧的材料性能不同，界面部

位易产生缺陷。在外载荷的作用下，复合材料结构

产生的裂纹通常发生在界面处 [15]。多层复合材料性

能的突变也会导致应力奇异问题。建立一个长 600 
mm、宽 100 mm、高 100 mm 的两种材料复合简支梁

模型，如图 4 所示。其中左侧材料为结构钢，弹性

模量 E=2×105 MPa，泊松比 µ=0.30；右侧材料为铝

合金，弹性模量 E=7.1×104 MPa，泊松比 µ=0.33。

对左端面施加固定约束，对右端面施加方向向下的载

荷，大小为 10 000 N。

5.2 应力求解结果

当网格尺寸为 1 mm 时，复合材料模型的应力云

图结果如图 8 和图 9 所示。由图 8 可知，最大应力出

现在固定约束边角处，应力网格覆盖量不超过 3 格，

属于应力奇异现象。由图 9 可知，在材料复合界面区

域，结构钢处应力大小为 27.084 MPa，铝合金处应

力大小为 18.908 MPa，两种材料交界处应力大小为

28.113 MPa，且应力网格覆盖量不超过 3 格，在交界

处出现了应力奇异现象。材料复合部位的应力奇异，

本质上是由界面两侧出现的结构刚度突变所造成，难

以通过结构优化或载荷等效抑制，可以通过实验测试

与有限元技术相结合的方法进行研究。

应力集中现象与应力奇异问题相伴且共生，有

限元分析时应力奇异处一定会有应力集中现象产生。

消除应力奇异问题，本质还是解决模型中的应力集中

现象。由于求解过程中对模型的过度简化，模型中的

任何一处尖角位置都可能导致计算过程中出现应力

奇异问题。因此，计算过程中对模型结构进行合理

简化尤为重要。此外，在计算过程中根据零件或装

位移载荷 力载荷

网格尺寸 /
mm

最大应力 /
MPa

最大应力

变化率 /%
变形量 /

mm
变形量

变化率 /%
网格尺寸 /

mm
最大应力 /

MPa
最大应力

变化率 /%
变形量 /

mm
变形量

变化率 /%
5  64.9 0.052 5 59.4 0.107

4  80.8 24.5 0.052 0.01 4 58.0 2.4 0.107 0.007

3  91.9 13.7 0.052 0.02 3 61.2 5.5 0.107 0.005

2 111.8 21.7 0.052 0.02 2 58.8 3.9 0.107 0.004

1 198.9 78.0 0.052 0.03 1 56.4 4.1 0.107 0.002

表 2 管状结构最大应力和最大变形结果

Table 2 Maximum stress and maximum deformation of tubular structures

图 8 复合材料模型总体应力云图

Fig. 8 Stress nephogram of composite model

图 9 复合材料模型界面应力云图

Fig. 9 Interface stress nephogram of 
composite model
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配体的实际工况，合理添加约束和载荷也是避免应

力奇异问题出现的重要方法。通常在静力学分析中，

固定约束位置易出现应力奇异问题，因此需要工程人

员对应力奇异位置进行合理评估，谨慎使用固定约

束，或使用等效约束法代替固定约束。以圆角 L 型

支架为例，将圆角 L 型支架固定约束方式进行修改，

把对圆角 L 型支架的固定面施加固定约束改成对固

定面施加远程位移，将所有位移量均设置为 0，即视

为固定约束，状态设置为可变形（柔性），详细信息

如图 10 所示。修改后进行计算，最大应力计算结果

为 29.684 MPa，最大应力变化率为 0.24%，应力奇异

问题消失，如图 11 所示。

6 结论

应力奇异问题容易干扰对计算结果的正确分析，

影响对结构强度及疲劳寿命分析的准确性。通过上述

研究可得以下结论：

1）应力集中与应力奇异存在本质区别，应力集

中现象存在于现实的结构当中，而应力奇异问题只存

在于数值计算过程中；应力集中出现位置不一定是

应力奇异，但应力奇异问题出现位置一定存在应力集

中。在有限元计算过程中，应力集中解会随着网格划

分的逐渐细化而收敛于某个值，而应力奇异解会随着

网格划分的逐渐细化而发散。

2）应力奇异问题本质上是结构刚度突变所造成，

因此抑制应力奇异问题的方法主要有改进模型局部

几何结构、改进载荷施加方式或约束方式。在有限元

计算过程中，当出现应力奇异问题时，要检查结构是

否合理，网格划分是否精细，并要对模型的边界条件、

外载荷施加方式、固定部位的合理性和结构特征进行

检查。
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Stress Singularity and Suppression Methods in Finite Element Analysis of 
Engineering Structures
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Abstract：The stress singularity phenomenon generated by finite element analysis of engineering structures was 
studied, and the stress singularity suppression method was proposed. The stress singularities could be divided into 
geometric catastrophe stress singularity, load catastrophe stress singularity and material catastrophe stress singularity. 
Using ANSYS Workbench simulation platform, three typical stress singular models were established respectively, and 
the numerical simulation analysis was carried out. The analysis results show that the essence of the stress singularity 
phenomenon in the finite element analysis process is caused by structural stiffness mutation, and the stress singularity 
can be suppressed by modifying the model and applying the equivalent constraint.

Keywords：finite element analysis；stress concentration；stress singularity；constraint stiffness mutation
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