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摘　要：根据面齿轮磨削残余应力的产生机理和 Prandtl-Reuss 方法，建立磨

削表层热弹塑性力学本构关系；基于面齿轮磨削方法和 Gleason 接触原理，

得出碟形砂轮磨削点接触椭圆方程参数、磨削力和磨削热流量的数学模型。

构建面齿轮磨削单齿 3D 有限元模型，采用小步距移动法模拟磨削载荷的移

动，仿真磨削温度场，得到磨削瞬态最高温度位于磨削接触弧中心区域。采

用力热耦合间接法仿真分析了磨削表层残余应力，得出磨削齿面上为残余压

应力，齿面里层为残余拉应力；随磨削深度和砂轮速度增大，齿面残余应力

增加显著；但随展成速度增大，齿面残余应力增幅减小。采用 X 射线衍射法

实验，对比分析了面齿轮磨削表层残余应力的实测值与仿真值，其相对误差

最大值 17.8% 在精度控制范围内，说明力热耦合有限元分析残余应力有效，

为改善面齿轮磨削质量提供了依据。
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0 引言

面齿轮是应用于包装机械、交通及航空等领域中

传动机构的新型零件，具有承载能力强、传动噪声低、

互换性好和轻量化等优点 [1]。面齿轮齿面形状复杂，

其精加工一般采用磨削，但砂轮磨削面齿轮时会产生

大量的热量，冷却后有残余应力，导致齿面变形，从

而降低疲劳强度和抗应力腐蚀性能，严重时会产生裂

纹，影响加工质量和使用传动性能 [2]。因此，国内外

学者对面齿轮磨削方法进行了研究。Gleason 公司提

出利用 CONIFLEX 砂轮磨削面齿轮，即利用碟形砂

轮模拟插刀的一个齿，对面齿轮做点接触展成运动，

此方法属于单分度展成磨齿方法 [3]。王延忠等 [4] 研

究了用渐开线蝶形砂轮对面齿轮进行数控磨削加工

的方法，并设计了磨削面齿轮机床。彭先龙等 [5] 根

据蝶形砂轮磨削面齿轮的基本原理，设计了面齿轮磨

削加工工艺，仿真模拟了整个砂轮磨削加工过程。

研究残余应力一般有 3 种方法：有限元分析法、
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解析法和实验法，其中有限元分析法是一种较有效的

方法 [6]。A. Brosse 等 [7] 通过对特定材料 GCr15 的磨

削来分析热对残余应力的影响，并构建了力热耦合

模型。吴吉平等 [8] 基于热弹塑性理论，对螺旋锥齿

轮磨削进行了力热耦合有限元仿真和实验研究，得

到磨齿残余应力的变化规律。Ren X. Z. 等 [9] 基于矩

形和三角形移动热源理论，建立了成形磨齿热量分

配比模型，推导出计算磨削区域最高温度公式。K. D. 
Bouzakis 等 [10] 针对直齿和斜齿圆柱齿轮干切滚齿过

程中切屑的形成与流动，建立了力热耦合有限元模

型。王延忠等 [11] 对齿轮材料 18Cr2Ni4WA 进行磨削

加工实验，并通过 ABAQUS 有限元分析软件进行仿

真，得到了材料 18Cr2Ni4WA 的磨削烧伤临界温度。H. 
Hamdi 等 [12] 建立了钢 AISI 52100 进行磨削时的力热

耦合 2D 模型，得出传统磨削下表面残余应力的变化

规律。Miao H. 等 [13] 得出钢 NAK80 磨削后喷丸工艺

的表面残余应力分析模型，并采用 X 射线衍射法进

行实验研究。

以上研究主要以简单零件车削、铣削和螺旋锥齿

轮磨削等残余应力研究为主。面齿轮具有理论上定

传动比和形状不同的齿宽方向等相异特征 [14]。目前，

关于面齿轮磨削力热耦合作用的表层残余应力研究

成果的报道较少，故本课题组对此进行研究。

1 面齿轮磨削残余应力的产生机

理及分析方法

面齿轮磨削过程中受磨粒与齿面之间力热作用

的影响，磨削加工表层会产生较大的热弹塑性变形。

面齿轮磨削残余应力产生的原因有两方面：一是磨

削时磨粒切削刃的负前角较大，外载荷作用下磨削

表层会有不均匀塑性变形现象，从而产生残余应力；

二是磨削热会使磨削表层产生热膨胀，从而使工件表

层冷却后产生残余拉应力。此外，磨削热还会使磨削

表层材料金相组织产生变化，但正常加工时磨削温度

不高，相变对齿面残余应力的影响不大 [14]。

磨削时齿面表层产生的残余应力，可作为移动

集中力热对齿面作用下的热弹塑性力学问题 [15]。根

据 Prandtl-Reuss 方法，磨削过程中热弹塑性状态下

工件的全应变增量有弹性应变增量、塑性应变增量

和温度应变增量，磨削表层热弹塑性力学本构关系

可表示如下：

弹性区

                              dσ=D(dε-dεt)；                     （1）

塑性区

                           dσ=Dep(dε-dεt)+dσt。               （2）

式（1）~（2）中：dσ 为应力张量；dε 为应变张量；

dεt 为温度应变张量矩阵；dσt 为温度应力张量矩阵；

D 为材料弹性矩阵；Dep 为材料塑性矩阵。 
由于热弹塑性的应力应变关系为非线性，故通过

增量载荷法将式（1）、（2）线性化，即：

弹性区

                           Δσ=D(Δε-Δεt)；                      （3）

塑性区

                        Δσ=Dep(Δε-Δεt)+Δσt。                （4）

式（3）~（4）中：Δσ、Δε 分别为应力增量和应变增

量；Δσt、Δεt 分别为温度应力增量和温度应变增量。

Δσt、Δεt 可分别作为一般的初应力与初应变转换

为等效节点载荷，即：

弹性区

                    ，               （5）

塑性区

            ，       （6）

式（5）~（6）中：ΔRe、ΔRep 分别为初应力与初应

变的等效节点载荷；B 为几何矩阵；s 为节点区域。 
齿面还受到外部节点力载荷 ΔRd、分布载荷 ΔRp

和体力载荷 ΔRf 的作用，则节点总等效载荷 ΔR 为

          ΔR=ΔRd+ΔRp+ΔRf+ΔRep（或 ΔRe）。   （7）

由此得出总的热弹塑性平衡式方程的矩阵表达

式为

                               kΔu=ΔR，                           （8）

式中：k 为总刚度矩阵；Δu 为节点位移增量。

由式（8）求出节点位移增量 Δu，再由位移增量

和应变增量之间的关系求得应变增量；最后由式（3）

或式（4），求出应力增量 Δσ。

2 影响面齿轮磨削残余应力的基本

参量数学模型

碟形砂轮磨削面齿轮为单分度展成磨齿方法，碟

形砂轮与齿面的接触方式为点接触磨削。磨削设备为

五轴联动数控磨床 QMK50A，其数控系统为 Siemens 

面齿轮磨削齿面力热耦合及残余应力研究
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840，正交面齿轮材料为 18Cr2Ni4WA，采用 Al2O3

碟形砂轮，磨削外观如图 1 所示。影响磨削残余应力

的基本参量主要有磨削接触椭圆方程参数、磨削力和

磨削热流量等。

2.1 磨削接触椭圆方程参数

根据 Gleason 接触原理，碟形砂轮磨削工件时磨

削点的瞬时接触形状为椭圆 [17]，如图 2 所示。椭圆

中心是磨削点的位置，椭圆长轴 a、短轴 b 分别为面

齿轮磨削接触弧长和磨削接触宽度。为计算 a、b，

需先确定接触齿面的主曲率、主方向。

1）齿面磨削接触主曲率与主方向

齿面上任意一点 P 的法曲率不同。取点 P 的两

个极值作为该点的主曲率，其对应的方向为主方向。

齿面 Σ 上 P 点法曲率 ρn
[18] 为

   ， （9）

式中：k 为齿面 Σ 上曲线 r=[θs, φs] 的 P 点曲率；θ 为

齿面 Σ 上 P 点单位法矢 n 与曲线 r 上 P 点单位法矢

之间的夹角；(θs, φs) 为齿面 Σ 上 P 点坐标；Ι 为齿面

Σ的第一基本二次型；Π 为齿面 Σ的第二基本二次型；

E、F、G 为齿面 Σ 的第一基本二次型变量；L、M、

N 为齿面 Σ 的第二基本二次型变量，且

， ， ，

， ， ，

其中， ， 表示曲线 r 关于参变量 φs 的

切矢量， 表示曲线 r 关于参变量 θs 的切矢量。

令 ，则式（9）可转化为 

　 ，（10）

对 t' 求导，可得

　　 　　　　
（11）

令 ，可得

　　   ，  　　 　（12）

则由式（10）和式（12）可得

           。           （13）

由式（12）～（13）消去 t'，可得主曲率矩阵方

程为

                 。                 （14）

由式（12）～（13）消去 ρn，可得主方向矩阵方

程为

                   。                  （15）

2）瞬时接触椭圆长、短轴

面齿轮磨削瞬时接触椭圆受到磨削深度、磨削时

的弹性形变的影响。磨削齿面接触椭圆的相关参数如

图 3 所示，Σ、η 为公切面上的两坐标轴，ρ1、ρ2 为

主方向矢量，σ 为 ρ1 与坐标轴 η 的夹角，αs 为 ρ1 和

ρ2 之间的夹角。

瞬时接触椭圆长轴 a、短轴 b 的计算公式为

图 1 蝶形砂轮磨削面齿轮

Fig. 1 The scene diagram of face gear grinding 
by dish wheel

图 2 面齿轮磨削点瞬时接触椭圆

Fig. 2 The instantaneous contact ellipse of 
grinding point of face gear

2021 年 第 13 卷 第 6 期 Vol.13 No.6 Nov. 2021
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          。           （16）

式中：ap 为磨削深度；

  δ 为弹性变形量；

，

，其中，

， ，i=1, 2， 、 分

别为齿面和碟形砂轮曲面的主曲率。

2.2 面齿轮磨削力和磨削热流量的数学模型

1）磨削力

面齿轮磨削主要包括滑擦、耕梨、切削 3 个过

程，磨削力存在 3 个分力，即沿砂轮的磨削纵向分力

Fa、磨削法向分力 Fn 和磨削切向分力 Ft，其中 Fa 较小，

可忽略不计。磨粒负前角大，因而 Fn 大于 Ft，磨削

法向分力 Fn 主要受加工质量和接触变形影响，一般

Fn/Ft=1.9~2.6[19]；磨削切向分力 Ft 会对磨削的磨损和

动力消耗产生影响，可由经验公式 [20] 得出

            ，              （17）

式中：Fp 为单位磨削力；ap 为磨削深度；vs 为砂轮

切向速度；vw 为展成速度；b 为磨削接触短轴；A'、B'、
C'、δ' 为经验公式指数。

2）热量分配系数 
面齿轮磨削过程中磨削时间短、磨削速度高，可

将磨削过程中工件与砂轮接触的每一对应点的温度

视为连续。干磨下传入工件的热量分配系数 Rw 计算

公式 [4] 为

                ，                     （18）

式中：λs 为磨粒导热系数；βw 为材料的热特性；re 为

磨粒接触有效半径。

磨削液对磨粒使用状况（破损率、有效磨粒数）、

磨削接触弧长和接触宽度等影响较大，因而对 Rw 的

影响也较大，施加磨削液后可减少传入工件的热量。

有磨削液时一般取 Rw=0.6~0.8。 
3）磨削热流量

面齿轮磨削接触弧长较小，可将磨削热问题看作

一个带状热源在半无限体表面上移动。根据 JAEGER
热源理论，磨削热载荷用呈矩形分布的移动线热源 [14]，

其磨削热流量 q 为

                    。                   （19）

式中，逆磨时取“+”号，顺磨时取“-”号。

3 面齿轮磨削力热耦合有限元仿真 
3.1 磨削温度场有限元仿真 

对面齿轮磨削残余应力影响较大的磨削温度场，

是磨削时各种热源产生的磨削温度在空域和时域分

布的一个集合，可看作一个由非稳态温度场到稳态温

度场的渐变过程 [15]。受多因素相互作用影响，采用

有限元分析法分析磨削温度场是一种有效途径。

正交面齿轮主要参数如表 1 所示。采用逆式干磨

对正交面齿轮进行磨削，磨削温度场工艺参数如表 2
所示，其中磨削切向分力 Ft 由经验公式（17）算出。

根据碟形砂轮磨削加工原理，面齿轮各个齿的对应

磨削点的温度分布情况基本相同。因此，分析面齿

轮磨削温度场时，先建立单齿 3D 实体模型，选用

SOLID95 单元类型进行网格划分，得到单齿 3D 有限

元模型，如图 4 所示。

表 1 正交面齿轮主要参数

Table 1 Main parameters of orthogonal face gear

面齿轮

数 / 齿

86

模数 /

mm

3.5

齿根高

系数

0.25

齿顶高

系数

1.0

分度圆压

力角 /(° )

20

面齿轮内

半径 /mm

140

面齿轮外

半径 /mm

170

vs/(m·min-1)

20.6

vw/(m·min-1)

1

ap/mm

0.02

砂轮直径 /mm

100

Ft /N

76.148

表 2 磨削温度场工艺参数

Table 2 Process parameters of grinding 
temperature field

图 3 磨削齿面接触椭圆的相关参数

Fig. 3 Contact ellipse parameters of tooth surface 

面齿轮磨削齿面力热耦合及残余应力研究
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仿真中加载温度载荷是在边界上，施加磨削热流

量 q 载荷是在边界贴一层表面效应单元。采用小步距

移动法模拟磨削载荷移动，即将工件和砂轮的接触弧

长分成若干个载荷步，每个载荷步再分成 n 个子载荷

步。在第 n 个子载荷步区域的所有单元施加磨削热流

量 q 载荷、磨削力 Ft 载荷，然后以展成速度 vw 沿齿

面切向运动。

由于面齿轮齿面形状为空间曲面，同时磨削参数

（如磨削接触弧长、磨削接触宽度、磨削力和磨削热

流量等）在每个点各异，仿真分析时可根据旋转投影

面对齿面网格沿齿长方向九等分、齿高方向五等分，

对齿面的 45 个点进行仿真，如图 5 所示。本研究选

取具有代表性的 5 个点（A、B、C、D、E）的磨削

温度场进行分析。

用 ANSYS 软件进行温度场仿真时，需设置材料

属性，设定瞬态温度分析的初始条件、热约束条件和

热载荷，确定载荷步。由式（16）得到磨削接触弧长

a'=0.668 2 mm，磨削热流量加载时间 t=a' /vw=0.003 4 
s，在磨削接触弧长上分 5 个载荷步，每个载荷步时

间为 0.000 68 s。由式（18）得干磨时热量分配系数

Rw=0.886。由式（19）得磨削热流量 q=2.214 6×107 

W/m2。C 点的磨削温度场分布云图如图 6 所示。由

图可知，磨削齿面 C 点的瞬态最高温度为 297.926 ℃，

处于磨削点接触弧中心区域。

3.2 磨削残余应力有限元分析

为使磨削残余应力的有限元仿真高效和精确，

采用力热耦合间接分析法，即先分析温度场，再将

温度场结果作为条件载荷来施加，通过力热耦合分

析应力场。该仿真包括两个过程：1）施加热对流、

热流密度，从而形成磨削瞬态温度场，再通过热 / 结

构转换，导入磨削瞬态温度场的结果，施加磨削力，

得到在磨应力分布；2）冷却磨削瞬态温度，通过热

/ 结构耦合，卸去所有载荷，导入的在磨应力作为初

始应力。

当磨削面齿轮的材料和加工条件（设备、砂轮、

磨削方式等）一定时，对面齿轮表层残余应力影响较

大的为磨削用量和冷却条件，故本研究中冷却采用水

基磨削液。

1）磨削深度

当 vw=1 m/min，vs=20.6 m/s 时， 磨 削 深 度 ap 分

别取 0.01, 0.03, 0.05 mm，选取齿面上磨削点 A 处节

点 5885 以及点 A 处附近沿齿厚方向的 13 264, 12 548, 
6625 节点，经有限元仿真得到磨削残余应力分布如

图 7 所示。由图可知，齿面上为残余压应力，齿里层

为残余拉应力；ap 取值越大，齿面残余应力增大显著。

这是由于 ap 值较大时，磨削力和磨削热流量较大，

使得力在工件接触处作用的时间增加，导致磨削温度

增高，残余应力增加显著。

2）砂轮速度

当 vw=1 m/min，ap=0.02 mm 时，砂轮速度 vs 分

别取 20, 30, 50 m/s，选取点 A 及其附近的同样 4 个

图 5 面齿轮磨削有限元仿真分析点

Fig. 5 Analytical points of finite element simulation of 
face gear grinding

图 6 磨削齿面 C 点的温度场分布云图

Fig. 6 Distribution cloud chart of grinding temperature 
field of point C of tooth surface

图 4 单齿 3D 有限元模型

Fig. 4 The 3D finite element model of single tooth
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节点，经仿真得到残余应力分布如图 8 所示。由图可

知，随 vs 的增大，齿面磨削残余应力增大明显。这

是由于 vs 增大时，磨削热流量增大，磨削温度较高，

引起热应力增大，从而导致残余应力增加明显。

3）展成速度 
当 ap=0.02 mm，vs=20 m/s 时，展成速度 vw 分别

取 1, 3, 8 m/min，选取点 A 及其附近的同样 4 个节点，

仿真得到的磨削残余应力分布如图 9 所示。由图可

知，随着 vw 的增大，齿面残余应力增幅减小。这说

明在 vw 增大时，磨削力增大，但磨削热量分配系数

Rw 减小，导致磨削热流量增加不多，载荷作用时间

减小，进而使磨削温度降低，导致齿面残余应力增

幅减小。

另外，通过力热耦合有限元分析，采用水基磨削

液等湿磨时比干磨的磨削残余应力明显减小。这是因

为湿磨时，滑动摩擦系数减小，导致切向磨削分力

Ft 稍有减小，热量分配系数 Rw 和磨削热流量 q 显著

减少，磨削温度下降，由力热耦合引起的应力降低，

从而使磨削表层残余应力减小。

4 实验部分

4.1 实验方法与条件 
磨削表层残余应力测量实验采用 X 射线衍射法。

其基本原理是先测量衍射线位移，即残余应变，然后

根据胡克定律将应变转换成残余应力。

实验条件采用与磨削残余应力有限元仿真时相

同的磨削条件及齿坯参数，实验仪器采用日本理学转

靶 X 射线衍射仪 D/max 2550（18 kW），如图 10 所

示。实验前，将磨出的面齿轮用线切割切出一个齿

样，用酒精擦拭齿面，干净后，将齿样固定在衍射仪

工作台上。实验时，使用 Cu 靶辐射源，X 射线波长

λ 为 0.154 06 mm，管流为 300 mA，管压为 40 kV，

倾斜角 ψ 依次取值 0°, 10°, 20°, 30°，扫描角度为

131º~142º。

 

图 7 不同 ap 下残余应力仿真值分布

Fig. 7 Distribution of simulated residual stress values 
under different ap

图 8 不同 vs 下残余应力仿真值分布

Fig. 8 Distribution of simulated residual stress values 
under different vs

图 9 不同 vw 下残余应力仿真值分布

Fig. 9 Distribution of simulated residual stress values 
under different vw

图 10 转靶 X 射线衍射仪 D/max 2550
Fig. 10 Target X-ray diffraction instrument D/max 2500
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4.2 实验结果与分析

实验中，面齿轮磨削用量如下：ap=0.02 mm，

vs=30.5 m/s，vw=1 m/min。齿面 上点 A 及其附近的 4
个节点的残余应力实测值与仿真值的对比分析如表 3
和图 11 所示。

由表 3 和图 11 可以看出，当距离磨削点深度为

0 µm 时即齿面位置，实测值与仿真值的相对误差最

大，为 17.8%，造成这种情况的原因主要有两方面：

一是仿真分析时有一定的条件假设和简化处理，从

而使仿真值与实测值有差别；二是测量本身的误差，

主要是 X 射线衍射法的倾斜角选择和透射深度有限

等会造成一定误差。但从数据分析看，较小的相对误

差在控制范围内，说明利用力热耦合进行有限元仿真

分析的研究有效。 

5 结论

1）研究了产生面齿轮残余应力的影响因素和机

理，根据碟形砂轮磨削面齿轮的加工方法和 Gleason
接触原理，分析了接触椭圆的长短轴，利用经验公式

计算了磨削力，采用矩形分布的移动线热源求解磨削

热流量。

2）根据面齿轮磨削单齿 3D 有限元模型，采用

小步距移动法模拟磨削载荷的移动，磨削温度场有

限元仿真结果表明磨削瞬态最高温度位于磨削接触

弧中心区域。采用力热耦合间接法仿真分析磨削表

层残余应力，仿真结果表明磨削齿面为残余压应力，

齿面里层为残余拉应力。磨削用量、冷却条件对残余

应力的影响是有规律的。对磨削残余应力的影响较大

的是 ap、vs，当增大 ap、vs 时，齿面残余应力显著增加；

但增大 vw 时，齿面残余应力增幅会减小；与干磨相比，

湿磨的磨削残余应力降低明显。

3）采用 X 射线衍射法测量磨削表层残余应力，

并对实测值与仿真值进行对比分析。相对误差最大值

为 17.8%，说明采用力热耦合的有限元分析有较好的

精度。本研究为提高面齿轮磨削质量提供了行之有效

的方法。
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Research on Thermo-Mechanical Coupling and Residual Stress on
Tooth Surface of Face Gear Grinding

LI Wan1，LIU Haiyu1，TAN Lizhi1，MING Rui2，XIAO Lei2，MING Xingzu2

（1. School of Mechanical and Electrical Engineering，Hunan Automotive Engineering Vocational College，

Zhuzhou Hunan 412000，China；

2. College of Mechanical Engineering，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：According to the generation mechanism of grinding residual stress of face gear and the method of 
Prandtl-Reuss, a constitutive relation of thermal elastic-plastic mechanics of grinding surface has been established. 
Based on the grinding method of face gear and GLEASON contact principle, the mathematical models of point contact 
ellipse equation parameters, grinding force and heat flow of disc wheel grinding were obtained. The method of small 
sub-step movements was adopted to simulate movements of grinding loads by means of 3D finite element model of 
single tooth of the face gear. Grinding temperature fields were simulated, and the highest transient temperature was 
located in the center of grinding contact arc. Grinding surface residual stresses were simulated and analyzed by indirect 
method of thermo-mechanical coupling, and many simulation conclusions were obtained. Firstly, compressive residual 
stresses were located on grinding tooth surface, and tensile residual stresses occurred in the tooth layer. Secondly, 
tooth surface residual stresses increased significantly with the increasing of grinding depth and disk wheel speed, 
while enhanced slightly with the increasing of generating speed. X-ray diffraction method was adopted to compare and 
analyze the measured values and the simulated ones of the surface residual stress, and the maximum relative error of 
17.8% was within the precision control range. It showed that the finite element analysis of thermo-mechanical coupling 
of residual stress was effective, and it provided a basis for improving the grinding quality of face gears.

Keywords：face gear；grinding；thermo-mechanical coupling；residual stress；finite element analysis
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