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摘　要：针对典型双曲正切缓冲包装系统， 跌落冲击条件下讨论系统近似解

析解。将系统简化为三次 - 五次非线性系统，引入无量纲参数推导无量纲动

力学方程， 应用牛顿谐波平衡法获得系统响应一阶、二阶、三阶近似解析解。

算例分析表明，牛顿谐波平衡法获得的三阶近似解与龙格 - 库塔法的数值解

最为接近，位移响应最大值、加速度响应最大值以及跌落冲击时间的相对误

差控制在 1% 以内。为双曲正切型非线性系统跌落冲击响应分析提供了一种

新的近似分析方法。
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0 引言

包装动力学分析涉及典型非线性问题，如三次非

线性、正切非线性以及双曲正切非线性等。针对非线

性缓冲系统跌落冲击动力学响应分析，可以使用数

值分析方法获得数值解，也可通过近似分析获得解析

解。近年来，非线性系统跌落冲击动力学响应的近似

分析采用变分迭代法 [1-4]、何氏参数展开法 [5-7]、何氏

频率 - 振幅关系 [8]、同伦摄动法 [9] 等。研究结果表明，

以上近似分析方法直接应用时，系统响应位移最大值

或加速度最大值或跌落冲击时间可能出现较大误差。

为获得满意的精度，对保守系统跌落冲击响应分析可

用能量法进行校正 [4-9]，但在一定程度上使得跌落冲

击响应分析过程复杂化。

针对非线性保守系统振动响应分析，文献 [10-

14] 将牛顿线形化方法和谐波平衡法相结合，提出一

种新的非线性问题解析分析方法——牛顿谐波平衡

法（Newton-harmonic balancing approach，NHB）。

该法不仅能避免求解复杂的非线性代数方程组，而且

不依赖于小参数，因而对强非线性振动分析可获得满

意精度。由于跌落冲击问题与一般振动问题的初始条

件不同，杜兴丹等 [15] 改进了 NHB 法，并将其应用于

三次非线性缓冲系统跌落冲击动力学分析中，获得系

统响应一阶、二阶近似解析解，算例分析表明二阶近

似解的精度满足工程需求。为进一步验证 NHB 法对

其它典型非线性系统跌落冲击动力学分析的有效性，

本文将 HNB 法应用于双曲正切型缓冲包装系统中，

分析跌落冲击条件下系统响应，获得一种近似解析解。
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1 动力学方程

无阻尼条件下，单自由度双曲正切缓冲包装系统

跌落冲击动力学方程及初始条件如下：

                  ，                  （1）

                 。                （2）

式（1）~（2）中：m、x 分别为产品质量及位移；

k0、F0 分别为缓冲材料初始弹性系数及恢复力极

限值；

g 为重力加速度；

h 为跌落高度。 
引入系统参数 L=F0/k0，频率参数 ，周

期参数 T=1/ω，无量纲位移参数 y=x/L，无量纲时间

参数 τ=t/T，经推导系统无量纲动力学方程为

                             y″+tanh y=0，                       （3）

式中，上标“″”表示 y 对无量纲时间 τ 求导。

式（3）中非线性项引入泰勒级数展开，近似无

量纲动力学方程及初始条件分别为：

                          y″+ay+by3+cy5=0，                 （4）

        y(0)=0， 。       （5）

式（4）~（5）中：a=1；

b=-1/3；

c=2/15；

V 为无量纲跌落冲击初始速度。

2 跌落冲击响应近似解

   引入新的参数 τ1=ωτ，动力学方程变为

                 。             （6）

记 ω2=Ω，一阶近似解频率 ω2
1=Ω1，Δω2

1=ΔΩ1，

用牛顿线形化方法表示位移和频率参数，即

                                  y=y1+Δy1，                        （7）

                                 Ω=Ω1+ΔΩ1。                     （8） 
将式（7）和式（8）代入式（6）中，不计高阶

无穷小量，则有

             （9）

满足初始条件（5）的初始逼近解为

                                y1=Asinτ1。                       （10）

将式（10）代入式（9）中，整理得

 

为获得一阶近似解，令 
                          Δy1=0，ΔΩ1=0。                    （12）

再令式（11）中 sinτ1 的系数为 0，即   

       。         （13）

则一阶近似解为

           ，     （14）

          。      （15）

为获得二阶近似解，位移增量设为

                   ，            （16）

式中 c1 为待定常数。

将式（16）代入式（11）中，整理后令 sinτ1 及

sin3τ1 的系数为零，得

                 ，            （17）

               。        （18）

二阶近似解为

                                                                          （19）

  。  （20）

无量纲速度及加速度分别为

   ，  （21）

。 （22）

当 ω2τ=π/2 时，由式（20）和式（22）得，无量

纲位移、加速度最大值分别为

                        ，                  （23）

                      ；                 （24）

跌落冲击持续时间为

                                t=π/ω2。                              （25）

由初始条件（5）及式（19）（21），有

 （11）
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    。

                                                                                   （26）

将式（17）代入式（26）中，未知参数 A 通过式（26）

确定。

为了获得三阶的解析解，满足初始条件的位移增

量为

   。（27）

将 y2、Δy2、Ω2、ΔΩ2 分别代替式（9）中的 y1、

Δy1、Ω1、ΔΩ1，则有

 
（28）

将式（19）（20）（27）代入式（28）中，整理

后令 sinτ、sin3τ、sin5τ 的系数为零，得到关于 c2、

c3、ΔΩ2 的方程组：

                      p1+p2c2+p3c3+p4ΔΩ2=0，            （29）

                      p5+p6c2+p7c3+p8ΔΩ2=0，            （30）

                        p9+p10c2+p11c3=0。                     （31）

式（29）~（31）中：

p4=-(A+c1)；

p8=3c1；

联立方程组（29）~（31），得：
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；

                                                                                   （32）

 ； （33）              

 。  （34）

则三阶近似解为

                    ；               （35）

       
（36）

无量纲速度和加速度解析表达分别为：

   
（37）

 

当 ω3t=π/2 时，无量纲位移和加速度的最大值分

别为

         ，       （39）

           ；          （40）

跌落冲击持续时间为

                                 t=π/3。                             （41）

未知参数 A 可联立无量纲初始条件（5）以及式

（35）（37）确定。

3 算例分析

为验证近似解的有效性，取无量纲跌落冲击速度

V=1.0， 分别利用四阶龙格 - 库塔（Runge-Kutta，R-K）

法、NHB 法获得跌落冲击时间内系统无量纲位移、

加速度响应，如图 1 和 2 所示。图中，R-K 表示龙

格 - 库塔法的数值解，NHBF、NHBS、NHBT 分别

表示 NHB 一阶、二阶、三阶结果。无量纲跌落冲击

速度分别取 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2 时，通过 R-K 法、

NHB 法获得的无量纲最大位移、最大加速度、跌

落冲击持续时间如表 1~3 所示。表中，相对误差为

NHBF、NHBS、NHBT 分别与 R-H 法比较的相对误差。

图 1, 2 和 表 1~3 可 知： 在 跌 落 冲 击 时 间 内，

NHB 法获得的无量纲位移及加速度响应的三阶近似

解与四阶龙格 - 库塔法的数值分析结果最为接近；

NHB 法获得的无量纲位移响应最大值、跌落冲击持续

时间的二阶近似解的相对误差在 1% 之内，无量纲加

速度响应最大值的相对误差在 3% 以内，且该相对误

差随无量纲跌落冲击速度的增加而增大，这表明非线

性系统响应对初始条件敏感；NHB 法获得的无量纲位

移响应最大值、无量纲加速度响应最大值以及跌落冲

击持续时间的三阶近似解的相对误差均控制在 1% 以

内，NHB 法的三阶近似解优于一阶、二阶的近似解。  

图 1 无量纲位移响应

Fig. 1 Dimensionless displacement response

图 2 无量纲加速度响应

Fig. 2 Dimensionless acceleration response

表 1 无量纲位移响应最大值比较

Table 1 Comparison of the dimensionless 
maximum displacement

V

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2

无量纲位移

R-K
0.200 7
0.405 3
0.617 9
0.841 2
1.074 0
1.305 4

NHBF
0.201 0
0.408 1
0.627 4
0.862 6
1.105 0
1.326 7

NHBS
0.200 7
0.405 4
0.618 1
0.842 1
1.077 0
1.312 4

NHBT
0.200 7
0.405 3
0.617 9
0.841 3
1.074 1
1.305 5

相对误差 /%
NHBF
0.15
0.69
1.54
2.54
2.89
1.63

NHBS
   0
   0.02
   0.03
   0.11
   0.28
   0.54

NHBT
   0
   0
   0
   0.01
   0.01
   0.01

（38）
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4 结论

1）牛顿谐波平衡法对双曲正切非线性缓冲系统

跌落冲击动力学响应分析有效，可以获得系统位移响

应、加速度响应的近似解析表达，且其分析过程相对

简单。

2）系统跌落冲击破损评价关注的位移响应最大

值、加速度响应最大值等重要参数获得解析表达，有

利于跌落破损评价。

3）与近似动力学方程的四阶龙格 - 库塔法的数

值分析结果比较，系统位移响应、加速度响应最大值

以及跌落冲击时间等的二阶、三阶近似解精度均可满

足要求，但三阶近似解分析过程相对复杂。   
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An Approximate Analytical Method for Dropping Shock Response of Hyperbolic 
Tangent Nonlinear System

ZHAO Xiaobing1，DU Xingdan2，CHEN Anjun2, 3

（1. Wuxi Institute of Metrology and Testing，Wuxi Jiangsu 214101，China；

2. School of Mechanical Engineering，Jiangnan University，Wuxi Jiangsu 214122，China；

3. China National Control and Testing Center for Packaging Quality，Wuxi Jiangsu 214122，China）

Abstract：For a typical hyperbolic tangential buffering packaging system, the approximate analytical solution 
of the system was discussed under the condition of drop impact. The hyperbolic tangent system was simplified to the 
cubic-quintic nonlinear system, and the dimensionless dynamic equation was obtained by introducing dimensionless 
parameters. The first-order, second-order and third-order approximate analytical solutions of the system response were 
obtained by the Newton-harmonic balancing method. Compared with the fourth-order Runge-Kutta numerical solution, 
the example analysis showed that the third-order approximate solution of the Newton-harmonic balancing method 
was the closest to the Runge-Kutta numerical solution, and the relative errors of the maximum displacement response, 
maximum acceleration response and dropping shock duration were controlled within 1%. A new approximate analysis 
method was provided for the drop impact response analysis of hyperbolic tangential nonlinear packaging system.

Keywords：hyperbolic tangent nonlinear system；newton-harmonic balancing；approximate analytical 
solution；maximum displacement；maximum acceleration；dropping shock duration
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