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摘　要：以实际滚筒模型为分析对象，使用边界单元法（BEM）对该结构进

行刚度计算和分析。通过数值算例验证了 BEM 的正确性和有效性，在此基

础上，充分考虑实际工况，应用 BEM 法分析滚筒在重力作用下的自由变形，

并与基于 FEM 的商用结构分析软件得到的结果进行对比。对比结果显示，

BEM 法在分析滚筒结构刚度时具有精度高、计算量小以及纯边界离散等特点，

是一种应用于结构刚度分析的高效方法。
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0 引言

印刷机是包装机械的典型设备 [1]。印刷过程中，

滚筒与承印材料相接触，将油墨图文印于承印材料

上。滚筒作为印刷机的核心部件，在自身重力作用下

易挠曲变形，导致滚筒和承印材料接触不均匀，造成

印刷品油墨不均、色调不准等问题。大幅面印刷机的

滚筒跨度较大，其挠曲变形更加严重。因此，如何有

效补偿滚筒的挠曲变形，以保证接触线上压力均匀，

是印刷工程师重点关注的问题。而准确计算滚筒的

变形量，是滚筒结构优化设计的基础。刘琳琳等人 [2]

应用材料力学理论，推导了滚筒在印刷压力和重力荷

载综合作用下的挠曲变形方程，并编写了滚筒挠曲变

形的计算程序；余节约等人 [3] 分析了印刷压力计算

公式的误差；袁清珂等人 [4] 应用 ANSYS 软件对印刷

机滚筒进行有限元模态分析，获得了印刷机滚筒的

若干阶固有频率，并得到其相应振型；姚齐水等人 [5-6]

使用一种预负荷弹性支承方案，有效降低了印刷机滚

筒的挠曲变形量。

上述研究中所使用的分析计算工具以与有限单

元法（finite element method，FEM）相关的分析计算

软件为主。众所周知，FEM[7-10] 是一种非常有效的

结构分析方法，在诸多领域有着广泛应用。然而，

FEM 在计算结构应力时精度较低。近年来，诸如无

网格法 [11]、边界单元法（boundary element method，

BEM）[12-18] 等数值方法取得了长足的进步，各个瓶

颈问题得到了较好地解决。BEM 是建立在边界积分

方程理论基础上的数值方法，相较于其他数值方法具

有多方面的优势，如单元未知数少、数据准备简单等。

基于此，本文拟采用 BEM 对印刷机滚筒结构进行力

学分析，计算其在自身重力下的挠曲变形量，并通过

设计数值算例，验证 BEM 的正确性和有效性，同时，

通过将 BEM 的分析结果与 FEM 的分析结果进行对

比，验证 BEM 在分析实际工况下静力学问题的高精

度性和高效性，以期为印刷机滚筒结构设计分析提供

一种新的方法。
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1 边界单元法

在三维弹性力学问题中，用位移表示的平衡方程

如下：

             （1）

式中：G, v 分别表示材料的剪切模量和泊松比；

ui, jj 表示第 i 方向的位移分别对 3 个方向求二阶

偏导数后的和值，即 ui, jj=ui, 11+ui, 22+ui, 33，ui, ji 表示 3
个方向的位移分别对第 j 方向和本身方向求混合二阶

偏导后的和值，即 ui, ji=u1, j1+u2, j2+u3, j3，ui, jj, ui, ji 满足

爱因斯坦求和约定；

bi 表示 i 方向的体力；

  x(x1, x2, x3) 表示空间中的一个点；

Ω 表示弹性体所占区域，其边界 Γ=Γ1∪Γ2，Γ1

为位移边界，Γ2 为面力边界；

ui 和 pi 分别表示 i 方向的位移和面力；

和 分别表示 Γ1 的位移约束和 Γ2 上的面力

载荷；

σij 表示应力分量；

n(n1, n2, n3) 表示边界的外法向量。

弹性力学问题相应的边界积分方程为

   
（2）

式中：u*
lj, p

*
lj  分别表示位移基本解和面力基本解，

        ，       （3）

        
（4）

其中 r(x, y) 表示两点之间的欧几里得距离，x, y 分别

表示源点和场点，式（3）位移基本解满足相应的伴

随方程，

   ，    （5）

其中 u*
li, jj, u

*
lj, ji 满足爱因斯坦求和约定，若 l=i，则

δli=1， 其 他 情 况，δli=0，δ(x, y) 表 示 常 规 意 义 下 的

delta 函数；

  clj(v) 表示与场点相关的系数，当 y 位于光滑边

界上时，有

                                             （6）

当 y 位于边界角点时，有

                                           （7）

其中 θ 表示角点的立体角，

当 y 位于问题域内部时，有

                                               （8）

不考虑体力的情况下，边界积分方程（2）中只

含边界积分，可以通过边界离散，将连续分布的位移

和面力写成如下形式：

，  （9）

   。 

                                                                                  （10）

式中：(v, w) 表示边界曲面的参数坐标，在 CAD 软

件中，实体的表达都是采用 B-rep 结构，即用边界信

息表示，当边界为曲面时，采用参数化曲面表示；

(ξ, η) 表示参数曲面经过离散之后，每个单元所

对应的正则化参数坐标，在单元内部，位移和应力的

插值拟合均采用该套坐标；

m 表示每个单元插值点数量；

Nk(ξ, η) 表示单元内第 k 个插值点所对应的插值

形函数；

ujk 和 pjk 分别表示第 k 个插值点处位移的第 j 个

分量和面力的第 j 个分量。

将场点取遍所有的插值点，结合边界条件，得到

3N*3N 规模的线性方程组，其中 N 为总的插值点数量。

通过计算机求解，可以得到边界上未知的位移或面力

值。而弹性体内任意一点的位移、应力以及应变值可

以通过式（2）计算得到。

2 印刷机滚筒刚度分析

典型的印刷机滚筒结构的简化模型如图 1 所示。
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滚筒的主体结构为圆柱体，半径为 197 mm，筒长为

1 850 mm，开孔孔径为 50 mm，轴向开槽以放置和

安装其他部件。滚筒材质为灰铸铁 HT200，密度为

7.2×103 g/cm3，弹性模量为 75 GPa，泊松比为 0.25。

 

2.1 理想工况验证算例

为验证 BEM 的正确性，本文利用该方法对印刷

机滚筒结构进行弹性静力学分析。假设材料的弹性模

量为 1GPa，材料密度为 1 g/cm3，泊松比为 0.25，边

界上 3 个方向的位移如下：

                                     （11）

通过式（11）得到 6 个应力分量随着空间的变化

关系式。本算例具有解析解，其应力解如下：

                                                 

                                         （12）

本算例数值计算过程中，针对柱面和端面分别

采用不同类型的单元。在柱面上采用非连续四边形

Lagrange 单元，在端面上采用三角形常值单元，如 2
图所示。

通过增加计算节点数，将计算所得节点面力结果

与通过精确解得到的精确面力结果进行比较，得到其

误差值。误差定义为：

                  ，        （13）

式中：e 表示误差；

t 表示所关注的物理量，如表面节点上 3 个方向

的面力 T1, T2, T3 等；

t e
i 表示 i 方向的精确结果；

t n
i 表示 i 方向的数值计算结果。

两种方法的 T1、T2、T3 相对误差值见表 1，其收

敛情况如图 3 所示。

 

由图 3 和表 1 可知，随着网格加密，计算节点

数量的增加，使用边界单元法计算所得的 3 个方向

的面力结果能够稳定地收敛到精确结果，说明在分

析滚筒结构弹性问题时，BEM 是有效的；在本算例

中，采用非连续单元对物理量进行拟合，进一步验证

图 2 边界单元法计算网格

Fig. 2 Computational mesh in BEM

图 3 边界单元法的应力计算收敛情况

Fig. 3 Relative error of computed traction on 
boundary nodes

图 1 印刷滚筒结构示意图

Fig. 1 Structure of the printing cylinder

表 1 计算节点误差收敛情况

Table 1 Convergence of computation error

序号

1
2
3
4
5

单元

数量

414
528
654
823
927

节点

数量

1 062
1 518
2 022
2 650
3 066

T1

4.45
3.07
2.71
2.25
2.08

T2

4.12
3.00
2.60
2.03
1.93

T3

3.89
2.37
2.05
1.68
1.63

误差 /%
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了 BEM 对表面数据拟合的连续性要求较低；本算例

在不同边界表面使用不同形状的单元，充分显示了

BEM 法网格的灵活性。

2.2 某印刷滚筒静置时的挠曲变形分析

在假想工况下（即边界条件和解析解都可以用简

单多项式表示），利用 BEM 对印刷机滚筒结构进行

弹性静力学分析是正确、有效的。为验证 BEM 在实

际工况下的实用性，本文采用 BEM 法进一步分析上

述滚筒在两端面受简支，考虑重力情况下的自由变

形情况。结构物理参数采用实际滚筒的相应参数值，

分别使用 BEM 和 FEM 计算滚筒在重力作用下的挠

曲变形。在 ANSYS 软件中，FEM 的网格模型如图 4
所示。

 

为得到较精准的变形情况，在 FEM 法分析中，

使用 18 216 个高阶六面体单元，共计 92 154 个计算

节点。经 FEM 计算得到的在重力方向的变形云图如

图 5 所示。由图可知，沿轴向的挠度分布特点为中间

大、两端小，这与传统的材料力学知识相符，中间处

最大位移为 0.008 mm。

 

在 BEM 分析过程中，使用 927 个的混合单元（与

上例相同），共计 3 066 个节点。在滚筒下沿沿轴向

均匀布置 11 个取样点（点的位置见表 2）。表 3 列

出了两种方法计算所得重力方向位移的计算结果。取

样点上重力方向位移分布如图 6 所示。

由表 3 和图 6 可知，使用 BEM 计算得到的挠度

曲线与使用 FEM 计算所得挠度曲线的高度，从具体

数值来看，两种方法所得结果的误差小于 1%。该算

例充分说明了 BEM 在实际工程下分析滚筒结构刚度

的准确性和可行性。

 

 

3 结语

本文介绍了应用于印刷机滚筒结构刚度分析的

BEM，该方法具有边界离散、网格灵活、计算效率

表 2 取样点坐标

Table 2 Coordinates of sample points

表 3 计算结果比较

Table 3 Comparison between FEM and BEM

图 6 FEM 与 BEM 计算结果比较

Fig. 6 Results comparison between the 
FEM and the BEM

图 4 FEM 网格模型图

Fig. 4 FEM mesh 

图 5 FEM 法计算所得的变形图 
Fig. 5 Contour of deformation obtained by FEM

序号

1
2
3
4
5
6

坐标

（0, -197, 0）

（0, -197, 185）

（0, -197, 370）

（0, -197, 555）

（0, -197, 740）

（0, -197, 925）

序号

07
08
09
10
11

坐标

（0, -197, 1 110）

（0, -197, 1 295）

（0, -197, 1 480）

（0, -197, 1 665）

（0, -197, 1 850）

序号

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11

FEM
  0.00
-2.93
-5.28
-7.04
-8.21
-8.80
-8.20
-7.04
-5.29
-2.94
  0.00

BEM
   0.00
-2.88
-5.23
-6.95
-8.14
-8.78
-8.15
-6.96
-5.23
-2.88
  0.00

挠曲变型量 /(10-3 mm)
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高等特点。通过设计理想算例，验证了利用 BEM 计

算滚筒结构应力时的正确性。针对实际工况，对比

BEM 和 FEM 的分析结果，证明了 BEM 的计算精度

高和计算效率高等优点。可见，BEM 是一种适用于

印刷机滚筒结构刚度计算的新方法。在印刷机设计

中，使用 BEM 对滚筒结构进行分析，得到滚筒变形

曲线，再根据计算结果进行挠度补偿设计，以保证印

刷机在工作时滚筒与印纸的接触压力均匀，提高印刷

质量。
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Abstract：A practical printing cylinder was analyzed in the aspect of structural rigidity computation through 
the BEM. Convergence study of the result was also performed to illustrate the validity and efficiency of the presented 
method. The free deformation of printing cylinder under gravity was analyzed by BEM with the practical working 
conditions considered. Results obtained from both of the FEM and BEM were compared. The comparison showed the 
advantages of BEM for practical structural analysis as boundary only discretization, lower cost of computation and high 
precision, which presented a new highly accurate method for printing cylinder deformation analysis.
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