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路面基础激励下分数导数型包装系统

核心部件振动特性研究

刘 亮，王 军，陈安军

（江南大学 包装工程系，江苏 无锡 214122）

摘 要：研究分数导数型包装系统关键部件在路面激励下的动力学响应，建立了二自由度分数导数型包装

系统动力学方程并求解，得到了核心部件位移的解析解和振幅比的表达式。并讨论了质量比、频率比、阻尼比

等结构参数对隔振系统隔振效果的影响。
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Vibration Suppression Characteristics of Two-Degree-of-Freedom Packaging System
with Fractional Derivative Constitutive Relation

Liu Liang，Wang Jun，Chen Anjun
（Department of Packaging Engineering，Jiangnan University，Wuxi Jiangsu 214122，China）

Abstract：The forced vibrations of viscoelastic packaging system under periodic excitations were investigated. The
viscoelastic cushioning material of the system was assumed to obey the fractional derivative constitutive relation. Based on the
dynamical equation, the dynamic characteristics of the critical component were studied. And the effects of structure parameters,
such as the mass ratio, the frequency ratio and the damping on the amplitude ratio of system were discussed. The results may
have important value for packaging design.
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随着社会的高速发展，我国运输业得到了前所未

有的发展，从而推动了包装产品缓冲设计的发展。近

年来，有学者提出用分数导数型粘弹性本构关系研究

缓冲材料特性，故本研究采用该本构关系模型研究路

面基础激励下包装件核心部位的振动特性。分数导数

型粘弹性本构关系是近几年发展起来的，采用分数阶

微积分来描述各种粘弹性材料的本构关系模型，该本

构关系模型实际上是Abel核函数的Voherra型积分，
它的值不仅与当前时刻附近的值紧密联系，还与整

个历史有关，因此，它能较好地描述材料的时间效应
[1-2]。分数导数模型可以在较宽的频率范围内描述材

料的动态力学特性，且模型简单，确定模型所需的实

验参数少，粘弹性材料的分数导数模型可表示为：

，0 < r < 1，    （1）

式中：c为阻尼系数；

    Dr [x(t)] 为Riemann-Liouville分数导数算子，

    Γ为伽马函数。
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1 分数导数型包装系统模型的建立

考虑到运输过程中产品的破损往往首先出现在某

个核心部件（也称易损件）[3- 6]，故建立如图 1所示的
产品包装系统力学模型。图 1中，m1

和m2
分别为产品

主体和关键部件的质量，k 1
为缓冲垫的弹性系数，k 2

为关键部件和产品主体连接部间的等效弹性系数，c 1

为缓冲垫的阻尼，c2
为关键部件和产品主体连接部间

的阻尼。

假设产品主体质心的位移为 x1
，关键部件质心的

位移为 x 2
，基座位移为 x，假设缓冲材料可以用分数

导数表达，由动力学定律可以写出如下两级隔振系统

的运动方程组：

                                                                                                 （2）
将式（2）两边进行拉氏变换[5]，得：

          
（3）

其中：X1(s) = L[xl]，X2(s) = L[x2]，U(s) = L[x]。

令：x0
为由基础引起的静位移； ，

， ， （为固有频率比），

， ， ，将方程组（3）中

的 2个方程分别除以m l
，m2

，并将所令参数代换得：

   
（4）

由此可以得到如下隔振对象位移对基座位移的传

递函数：

图 1 包装系统动力学模型

Fig. 1 Dynamic model of packaging system

，                  （5）

令式（5）中的 s = iw，得：

由此得到核心部件绝对传递率为：

。         （10）

（9）
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（8）

为了便于计算，我们令

，

，

 ，

，  ，

，  。

由此可得：

                                         （7）

记 ，并且假设：

 ，

可得到：

                                                  （6）
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2 系统动力学影响分析

本研究中，笔者借助常用的Matlab软件，分析分
数导数型包装系统（两级粘弹性阻尼包装系统）的幅

频特性。

2 . 1 分数导数算子对两级粘弹性阻尼包装系统的

影响

图 2 所示为两级粘弹性阻尼包装减振系统的其他
参数一定，分数导数微分算子的阶数变化时，系统的

振幅比随频率比变化的规律。图中，振幅比 A2/Xg
表示

易损件振幅与激励幅值的比值，后同。

  

由图 2 可以看出，当系统的其他参数一定时，两
级粘弹性阻尼包装减振系统的分数导数微分算子 r越
大，系统的减振效果越好。

2 . 2 阻尼对两级粘弹性包装减振系统的影响

图3给出了当分数导数型包装系统的w1=10， =2，

=0.1，r=0.8，两级粘弹性阻尼系经的阻尼变化时，系
统的振幅随频率比变化的规律。

由图 3我们可以看出，随着阻尼比 1
和（或）

2
的

增大，分数导数型包装系统的振动传递曲线的峰值减

小，因而系统的传递率越好，这表明系统的减振效果

越好。

2 . 3 质量比β对粘弹性两级包装减振系统的影响

图 4给出了当分数导数型包装系统的w1=10，=2，

1=0.5，2=0.5，r=0.8，分数导数算子描述的粘弹性阻尼
隔振系统质量比变化时，软件分析所得的系统振幅比

随频率比的变化规律。

由图 4可以看出，两级粘弹性阻尼隔振系统中，传
递率随频率比的变化曲线有 2个峰值，并且曲线相对
平缓，同时，随着质量比（ ）的增大，传递率的大小

变化不大。

2 . 4 固有频率比δ对粘弹性两级包装减振系统的

影响

图 5 给出了分数导数微分算子描述的粘弹性阻尼

图 4 质量比 对振动传递率影响

Fig. 4 Effect of mass ratio on the vibration transmissibility

 b） 阻尼 2
的影响， 1=0.5

   图 3 阻尼对振动传递率的影响

Fig. 3 Effect of damping ratio on

the vibration transmissibility

a） 阻尼 1
的影响，

2=0.5

图 2 r对振动传递率的影响
Fig. 2 Effect of r value on the vibration transmissibility
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隔振系统的w1=10，1=0.5，2=0.5，=0.1，r=0.8，固有频
率比变化时，所得到的系统的振幅比随频率比的变化

曲线。

由图 5 可以看出，随着系统的固有频率比 的增

大，曲线的幅值降低，振动传递率减小，而系统的隔

振效果越好。

3 结论

综合以上分析可知，系统的质量比 、固有频率比

、阻尼比 ，分数算子 r等都对分数导数算子描述的
粘弹性阻尼包装系统有影响，具体结论如下：

1）分数导数微分算子 r越大，两级粘弹性包装系
统的减振效果越好；

2）随阻尼比 1
和（或）

2
的增大，振动传递曲线

峰值减小，因而系统的传递率越好；

3）随着固有频率比 的增大，曲线的幅值降低，隔
振效果越好。

本研究结论对指导包装设计具有一定的理论参考

价值。
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图 5 固有频率比δ对振动传递率的影响

Fig. 5 Effect of frequency ratio on the vibration transmissibility


